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Vorbemerkimg. 

Die folgende Abhandlung» welebe d» sogenannte Bayes- 
Bche Theorem enthält, bildet einen entseheidenden Wende- 
punkt in der Entwicklung der Wahrseheinlichkeitsrechnnng. 
Sie verwandelte diese Disziplin ans einem bloBen Spiel des 
Geistes in eine ernste Wissenschaft, indem Bie den Grand für 
die empirbche Bestimmung der mathematiBchen Wahrschein- 
lichkeit legte und damit die Anwendbarkeit dieses Begriffes 
auf andere Gegenstinde als Glllcksspiele, bei denen die Wahr- 
scheinlichkeit oder Chance durch die Bedinguogen des Spieles 
apriori festgelegt ist, ermöglichte. 

Die Abhandlung ist erst nach des Verfassers Tode durch 
Rickard Priee herausgegeben worden in zwei Abschnitten, die 
durch Zusätze des Herausgebers stark vermehrt sind. Diese 
Znsätze sind zum Glllcke von dem aus Bayes* hinterlassenen 
Papieren Mitgeteilten deutlich geschieden und in der vorliegen- 
den Übersetzung fortgelassen worden, denn sie enthalten im 
Verhältnis zu dem brdt^ Baum, den sie einnehmen, nicht 
hinreichend wichtiges Material, um ihre erneute Heransgabe 
zu rechtfertigen. 

Dagegen Uegt von Bmfes^ eigener Arbeit nur ein Teil fertig 
ausgeführt vor. Der Teil, den PHce nachträglich veröffentlichte, 
ist zwar der Hauptsache nach vollendet, aber doch wohl nur 
einem Konzepte entnommen. Ein dritter Teil ist völlig anfertig 
uberliefert, und iViee hat (ob ihm nun die Fähigkeit oder die 
Lust fehlte) die notwendigen Ergänzungen nicht nachgetragen. 
Sie ließen sich aber mit leichter Mühe geben und sind hier 
der Bequemlichkeit wegen direkt in den Text eingefügt, indem 
sie sich so gut wie möglich der Darstellnng in den übrigen 
Partien anzupassen suchen. Ebenso sind im zweiten Teile 
zur VervoUständig^ung der Ableitung ein paar kürzere Zusätze 
eingeschoben worden. Diese Zusätze aiiid dadurch kenntlich 
gemacht, daß sie in eckige Klammern [] eingeschlossen äind. 
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Erstes Stück. 

(Philoiophical lYansaetions, Vol. fö, 1763, pp. 376—398.) 

Problem. 

Oe^cbrn die Anzahl INIale, die ein un bekanntos Ereignis 
eingetreten und ausgeblieben ist. Gesucht die Chance, daß 
die Wahrsclieinliehkeit seines Eintretens bei einem einzelnen 
Versuch irgendwo zwischen zwei angebbaren Graden der Wahr- 
acheinlichkeit liegt. . 

£rster Abschnitt. 

Definitionen. 

1. Mehrere Ereignisse sind unvereinbar, wenn das Ein- 
treten eines von ihnen das Eintreten der iibrigen ausschließt. 

2. Zwei Ereignisse sind entgegengesetzt, wenn eines 
von ihnen eintreten muß, aber beide zusammen nicht ein treten 
können. 

3. Mau sagt, ein Ereignis bleibt aus, wenn es nicht 
eintritt, oder wenn, was dasselbe heißt, das entgegengesetzte 
Ereignis eintritt. 

4. Man sagt, ein Ereignis ist entschieden, wenn es 
entweder eingetreten oder ausgeblieben ist. 

5. Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses ist 
das \(M]i;ütms ZAvischen dem Werte, welcher einer an das 
Eintreten des Ereignisses gekntipften Erw^artung zu ge])en ist, 
und dem Werte des in diesem Falle erwarteten Gewiunes. 

6. Unter Chance verstehe ich dasselbe wie unter Wahr- 
scheinlichkeit. 

7. Ereignisse sind unabhängig, wenn das Eintreten des 
einen die Wahrscheinlichkeit der übrigen weder Yermindert| 
noch vermehrt. 
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Lehrsatz L 

Wenn mehrere Ereignisse nnvfrci/ihar sindj so ist die 
Wahrscheinlichkeit y daß das eine oder luidcre, von ihnen ein- 
tritt ^ gleich der Summe der Wahrscheinlichlieiien eines jeden 
von ihnen . 

Vorausgt':^< tzt , daß drei öuiche Ereignisse exiatieren, und 
ich, weuu eines von ilmen eintritt, die Summe .V erhalte, 
endlich daß die Waluscheinlichkeiten des ersten, zweiten, 

dritten der Reihe nach sind, dann ist (nach der 

Definition der Wahrscheinlichkeit) der Wert meiner Erwartung 
vom ersten Ereignis vom zweiten b nnd vom dritten c. 
Deswegen ist der Wert meiner Erwartungen von allen dreien 
a-^- b-\- e. Aber die Summe meiner Erwartungen von allen 
dreien ist in diesem Falle die Erwartung^ die Summe N zn 
erhalten, wenn eines der drei Ereignisse eintritt. Daher ist 
(nach Definition 5) die Wahrscheinlichkeit des einen oder an« 
dem 7on diesen Ereignissen 

a + h + e , a , b , e 
— . — oder + + ) 

N N N N ^ 

also die Summe der Wahrscheinlichkeiten eines jeden von 
ilinen. 

Zusatz. Wenn es gewiß ist, daß das eine oder andere 
der drei Ereignisse eintreten muß, dann wird a -\- 0 ' — 
Denn in diesem Falle kommen alle einzelnen Erwartungen 
zusammen der bestimmten Erwartung der Riinime N gleich, 
und ihre Werte müssen zusammen .V ergeben. Hieraus ist 
einleuchtend, daß die Wahraelieinliclikeit eines Ereignisses zu 
der Wahrscheinliclikeit seines Ausl)leil)ens (oder des eutgegen- 
ß-esetzten Ereignisses) addiert dt\s Verliiütnis (l(r Gleichheit 
ergibt. Denn dies sind zwei unvereinbare Ereignisse, von 
denen eines eintreten muß. Weuu deswegen die Wahrschein- 

P 

lichkeit eines Ereignisaes ^ ist, so ist die seines Ansbleibens 
N—P ^ 

N 

Lehrsatz 2. 

Wenn an das Eintreten eines Ereignisses eine Kncartung 
geknüpft tüird, so verhäH sich die Wahrscheinlichkeit des Ereig- 
nisses %u der WahrsclieinJichheit seines Anshleihens wie der Ver^ 
lust bei seinem Attsbleiben xu dem Qewvtm hei seinem Eintreten, 
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Vorausgesetzt, daß eine PerBon die Summe N erwartet, 

p 

wenn ein Ereignis von der Wahrseheinliclikeit — eintritt, dann 

ist (uach Detiiiil'u»!! 5| der Wert ihrer Krwartun<^ I\ und weuu 
daher das Errigiüa ausbleibt, so verliert sie mit ihrer Ih'wur- 
üiug den Wert /^ Wenn es eintritt, eiLiilt üio die iSunnne 
Nj aber ihre Er^vartiuig hört auf. Ihr Gewinn iat deshalb 

JP 

N — P. Da nun die Walirseheinliclikeit des Ereignisses -rr= 

N 

ist, ist die seines Ausbleibens (nach dem Zusätze zu Lehrsatz 1) 

N^P P N—P 

— r= — Aber -r= yerhitit sich zu — t= — wie P «n J^T — P, 

NN N ' 

d. h. die Walirscheiulichkeit des Ereignisses verhält sich zu 
der Wahrscheinlichkeit seines Ausbleibens wie der Verlast bei 
seinem Ausbleiben zn dem Gewinn bei seinem Eintreten. 

Lehrsai» 3, 

Die Wdhrst^ieinUMeäj daß sewei xuaammenhängende Er- 
eigniase beide eintreten^ ist das VerhäUniSj das aus der Wahr- 
seheinliehkeit des ersten Ereignisses und der Wt^sckeiniiekkeit 
des xmiten unter der Varaittsseimng , daß der erste eintritt, 
zusammengesetzt ist. 

Vorausgesetzt, daß ich, wenn beide Ereignisse eintieten, 

P 

die Summe N erhalte, daß die Wabrschemlicbkeit hierfilr 

' N 
ist, ferner daß die Wahracheiulichkeit des ersten Verhältnisses 

ist |nnd folglich die seines Ausbleibens ~j) 

die Wahrscheinlichkeit des zweiten Ereignisses unter der 

Voraussetzung, daß das erste eintritt, ^ ist, dann iät (uach 

Definition 5) P der Wert meiner Erwartung, und diese wird 
gleich 5, wenn das erste Ereignis eintritt In diesem Falle 
ist folglich mein Gewinn durch das erste Ereignis b — P und 
im entgegengesetzten Falle mein Verlust P. Deswegen verhält 

sich nach dem vorigen Lehrsatze zu — ^* ^ ^ 

N — a wie P zn b — 1% und danach weiter a ixk N wie P 
zu b. Aber das Verhältnis von P zu JV' ist ans dem Ver- 
hältnis von P zu 6 und dem von b zn N zusammengesetzt, 
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also nach dem soeben Gefundenen aach aus dem Verhftltnis 
Ton a zn N und dem von b zu iV, d, h. die Wabrsoheinlichkeity 
daß die beiden zusammenhängenden Ereignisse beide eintreten, 
setzt sieh' aus der Wahrschehiliehkeit des ersten und der des 
zweiten BreigidmB unter der Voraussetzung, daß das erste 
eintritt) zusammen. 

Zusatz. Wenn daher ron zwei aufeinander folgenden 

a 

Ereignissen die Wahrscheinlichkeit des ersten und die 

P . . 

Wahrscheinlichkeit beider zusammen --rr ist, dann ist die 

N 

Wahrscheinlichkeit des zweiten unter der Yoraussefzung, daß 

P 

das erste eintritt, — 

a 

Wenn zwei zftsammenhänffende Ereignisse jeden Tag ent- 
schieden werden^ und jeden Tag die WahrsäiemUchkeit des 

zweiten wid die Wahrseliei^diclikeit beider -r= ist, und ich 
N N ' 

die Summe N erhalte^ sowie an dem ersten Tage, an welchem 

das xweiie Ereignis eintritt^ auch beide Ereignisse xusaininen 

eifitreteHy damij sage ich^ ist gemäß diesen Bedingungen die 

P 

Wahrsehemli<Meitf daß ich N erhalte^ - 

OS 

Denn gesetzt zunächst, sie sei und es verhalte sich 

y zvL X wie N— b zu Ny 

dann ist, da ^ die Wahrscheinlichkeit, daß ich N erhalte, 

X der Wert meiner Erwartung. 

Anderseits ist der Wert dieser Erwartung, da sie von 

dem Znsammentreffen der beiden Ereignisse abhängt, wofür 

p 

die Wahrscheinlichkeit ^ ist, für den ersten Tag = P. Bleibt 

an diesem Tage der gewünschte Erfolg ans, so bleibt mir die 
Erwartung fflr die folgenden Tage, die ebeiisogroß ist wie 
meine autäiigiiche Erwartung, also den Wert x hat. Da mm 
die Wahrscheinlichkeit für das Ausbleiben des zweiten Ereig- 

N—b 

nisses am ersten Tage (nach dem Zusatz zu Lehrsatz 1) ^ 
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oder — ist nnd hiermit eine verbleibeude Ei'wartung von dem 

X 

Werte x verkntlpft ist, so ist der Wert dieser Enrarhiiig ron 
vornherein =: y. Aber diese letztere Erwartung erschöpft zn- 
sammen mit der Erwartung, die sieh an das Antreten beider 
Ereignisse am ersten Tage knüpft, offenbar meine ganze nr- 
sprttngliehe Erwartung, deren Wei*t x ist Es ist demnach 

Es ist aber weiter 



Deswegen wird 



nnd 



X ^ N 
X N 



X P 
(die Wahrscheinlichkeit, daiS ich N erhalte) == < 

Zusatz. Würde ich, bevor es überhaupt bekannt ist, ob 
das erste Ereignis eingetreten ist oder nicht, finden, daß das 
zweite eingetreten ist, so könnte ich hieraus nnr scliließen, 
daß das Ereignis, von welchem meine Erwartung abhängt, 
entschieden ist, und hätte keinen Grnnd, den Wert meiner 
Erwartung höher oder niedriger anzuschlagen, als er vorher 
war. Denn würde ich ihn geringer annehmen, so würde es 
von mir venitinftig sein, wrnn ich etwas hingäbe, um mir 
den früheren Stand meiner Erwartung znrückzuerkaufen, und 
das immer wieder, so oft ich erfahre, daß das zweite Ereignis 
eingetreten ist, was doch offenbar unsinnig wäre. Der gleiche 
Widersinn ergibt sich, wenn man sagt, ich müßte meine Er- 
wartung höher werten als zuvor. Denn dann wftre es von 
mir vernünftig, wenn ich für einen kleinen Betrag diese Er- 
wartung nicht gegen meine frühere Erwartung austauschen 
wollte, und das in gleicher Weise immer wieder, so oft (ohne 
daß über das erste Ereignis irgend etwas bekannt ist) ich 
erfahre, daß das zweite Ereignis eingetreten ist. Deswegen 
ist trotz der Entdeckung, daß das zweite Ereignis eingetreten 
ist, meine Erwartung eben so hoch zu werten als vorher, d. h. 

^ Xy und daher ist die Wahrscheinlichkeit, daß ich ^ erhalte 

X P 

(nach Def. 5) immer noch oder — • Aber nach jener 
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Entdeckung ist die Wahrschemlichkeit, daß ich A' erhalte, die 
Wahrscheinlichkeit, daß das erste der zwei zusamiueuhungenden 
Ereignisse eingetreten ist, unter der Voraussetzung , daß das 
zweite eingetreten ist, wofür also die Wahrscheinlichkeit den 
oben angegebenen Wert erhält. Nun ist die Wahrscheinlichkeit, 
daß ein Ereignis eingetreten ist, dieselbe wie die Wahrschein- 
lichkeit, daß ich recht habe, wenn ich sein Eintreten vermute. 
Hiernach ist der folgende Lehisatz einleuchtend. 

Ldirsatx Ö, 

Wenn von xwei zuaammenhängendm Ereigmssm die Wahr' 

schßinUchkeü für das mi&Ue UTid die Waiirsdwmlidüxü für 

P 

beide zusammm -r^ üL und mm entdeckt, daß das xtveiie Er- 

N ^ 

eignis vjwkMch eingetreten ist, so ist für die Michtigkeit der 
Vermuhmg, daß das erste Miigms ebenfaUs eingetretm ist, die 

P 

WditacJicinlidikeit -j- • 

o 

. Lehrsatsc 6. 

Die WährsekeinUehkeii, daß mehrere tmabhängige Ereignisse 
zusammen eintrekn^ ist ein VerhiUtms^ das sieh aus den Wahr^ 
sehsuMikeiien aUer emxelnen Ereignisse xftsammensetxt. 

Denn nach der Natur unabhängiger Ereignisse wird die 
Wahrscheinlichkeit, daß eines eiimitt, nicht durch das Ein- 
treten oder Ansbleii^en eines der übrigeu beeinflußt, und folg- 
lich ist die Wahracheinlichkeit, daß das zweite Ereignis eintritt, 
unter der Voraussetzung, daR dies für das erste der Fall ist, 
dieselbe wie seine ursprüngliche Wnln lieiTdiehkeit. Aber die 
Wahrscheinlichkeit, daß irgend zwei Ereignisse zusammen 
eintreten, ist nach Lehrsatz 3 ein Verhältnis, das sich aus der 
Wahrscheinliclikeit des ersten Ereignisses und der Wahrschein- 
lichkeit des zweiten unter der Voraussetzung, daß das erste 
eintritt, zusammensetzt. Deswegen ist die Wahrscheinlichkeit, 
daß irgend zwei unabhängige Ereignisse beide eintreten, ein 
Verliältnis, das sich aus der Wahrscheinlichkeit des ersten 
und der Wahrscheinlichkeit des zweiten zusammensetzt. Und 
ebenso wird, wenn das erste und zweite Ereignis zusammen 
als ein Ereignis angesehen werden, die WahrscheiiiUohkeit, daß 
drei voneinander unabhängige Breigoiase zusammen eintreten. 
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ein Verhältnis, das sich aus der Wahrscheinlichkeit, daß die 
ersten beiden eintreten, und der Wahrscheinlichkeit des dritten 
zusammensetzt. Derart kann man fortfahren, wie viele solche 
Ereignisse auch vorhanden sind, woraus die Kichtigkeit der 
Behauptung erhellt. 

Zusatz 1. Wenn mehrere unahhängige Ereignisse vor- 
liegen, so ist die Wahrscheinlichkeit, daß das erste eintritt, 
das zweite ausbleibt, das dritte ausbleibt, das vierte eintritt usw. 
ein Verhältnis, das sich zusammensetzt aus der Wahrscheinlich- 
keit des ersten und der Wahrscheinlichkeit für das Ausbleiben 
des zweiten und der Wahrscheinlichkeit für das Ausbleiben 
des dritten und der Wahrsclieiulicbkeit des vierten usw. Deuu 
das Ausbleiben eines Ereignisses kann immer als das Eintreten 
des entgegengesetzten Ereignisses angesehen werden. 

Zusatz 2. Wenn mehrere unabhängige Ereignisse vor- 
liegen, und die Wahrscheinlichkeit eines jeden a ist, die 
Wahrscheinlichkeit seines Ausbleiben hingegen 6, so ist die 
Wahrscheinlichkeit, daß das erste eintritt, und das zweite aus- 
bleibt, das dritte wieder ausbleibt, das vierte eintritt usw., 
gleich abbü'-- Denn wenn nach der Bezeichnungsweise der 
Algebra a ein Verhältnis und b ein anderes bezeichnet, so 
bezeichnet abba das Verhältnis, das sich aus den Verhältnissen 
a, b, b, a zusammensetzt. Dieser Zusatz ist deswegen nur 
eine andere Formulierung des Yorhergehenden. 



Definition. 

Wenn infolge gewisser Umstände eine Wahrscheinlichkeit 
dafür entsteht, daii ein bestimmtes Ereignis eintritt, so nenne 
ich sein Eintreten oder Auril)leiben infoli^e von diesen Um- 
ständen sein Eintreten oder Aus))leiben beim ersten Versuch. 
Und wenn dieselben Umstände sich aufs neue wiederholen, 
so nenne ich das Eintreten oder Ausbleil^en des Ereignisses 
infolge von ihnen sein Eintreten oder Ausbleiben beim zweiten 
Versuch usw., so oft sich dieselben l'rastände wiederholen. 
Hiernach ist es offenkundig, daß das Eintreten oder Aus- 
bleiben desselben Ereignisses bei so nnd so vielen verschie- 
denen Versuchen in Wirklichkeit auf das Kiiitreten oder Aus- 
bleiben so und so vieler verschiedener, nnabhängigcr Ereignisse, 
die einander genau uhulich sind, hinausläuft. 
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Wenn bei jedpm einzelnen Versifrh die Wahrscfieinliclikeit 
eines Ei'eifpmses a ist und die seines Ausbleibens h, so nnrd 
die Wahrsrhf'inlirhkeit, daß bei Jt? + g Ven'smtmi das M eignis 
p W4U eintritt und q mal atisbleibt, 

wenn E der Kopfftxicnt des Gliedes mii a^b^ in der Entwick- 
lung des Dutüinuüs \a -\- b)^*'^^ ist. 

Denn das Eintreten oder Ausbleiben eines Ereignisses bei 
verschiedenen Versuchen läßt sich als ebensoviele unabhängige 
Ereignisse ansehen. Deswegen ist (nach Zusatz 2 zu Lehr- 
satz 6) die Wahrscheinlichkeit, daß das Ereignis beim ersten 
Yersaeh eintritt, beim zweiten und dritten ausbleibt, beim 
vierten wieder eintritt, beim fünften ausbleibt usw. (und so 
eintritt und ausbleibt, bis es p mal eingetreten und q mal aus- 
geblieben ist), abbab usw., bis die Anzahl der a p und die 
Anzahl der b q beträgt, d. sie ist a'I' 6^. Ebenso wird, wenn 
das Ereignis in irgend einer andern, bestimmten Reihenfolge 
p mal eintritt und q mal ausbleibt, die Wahrscheinlichkeit hier- 
fitir a^b^. Aber die Anzahl der yerschie denen Reihenfolgen, 
in denen ein Ereignis eintreten und ausbleiben kann, so daß 
es im ganzen hei p q Versuchen p mal eintritt und q mal 
ausbleibt, ist gleich der Anzahl der Permutationen, welche die 
Elementenfoic^e 

aaa • • • abb • • • 6 

znlißt, wenn die Anzahl der a p und die Anzahl der b q be- 
trägt. Und diese Zahl ist gleich E^ dem Koeffizienten des 
Gliedes, in welchem a^b^ yorkommt, wenn (a -f- b)^'^^ ent- 
wickelt wird. Das Ereignis kann deshalb bei j9 -f- ^ Versuchen 
anf E und nicht mehr verschiedene Arten p mal eintreteu nnd 
q mal ausbleiben. 8ein Eintreten und Ausbleiben auf diese 
verschiedenen Arten bildet ebensoviel unvereinbare Ereignisse, 
fftr deren jedes die Wahrscheinlichkeit a^^b'i ist, nnd desluilh 
ist nach Lehrsatz 1 die Wahrscheinlichkeit, daß das Ereignis 
auf die eine oder andere Art bei p q Versuchen p mal eiu- 
tritt und q mal ausbleibt, 

EaVW. 
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Zweiter Absclmitt. 



1. Annahme. Ich setze voraus, dal) eine ebene qna- 
dratisclie Tafel oder l*latte so angefertigt und aufgestellt sei, 
daß, wenn eine der Kugeln 0 oder W auf sie geworfen wird, 
dieselbe Wahrscheinlichkeit dafür besteht, daß die Ivugel auf 
irgend einen Teil der Platte fällt, wie daß sie auf einen andern 
gleichgroßen Teil fällt, und daß sie notwendigerweise irgend- 
wo auf der Platte zu liegen kommen muß. 

. 2. Annahme. Ich setze Yoraus, daß die Kugel W znerst 
geworfen wird^ und durch den Pnnkt^ wo sie zu liegen kommt, 

eine Linie 08 parallel zu 
AD gezogen wird, die 
CD und AB in und o 
trifft, daß darauf die Kugel 
O p + q oder n mal ge- 
worfen wird, und daß, 
wenn sie nach einem ein- 
zelnen Wurf zwischen AD 
und 08 zu liegen kommt, 
dies das £i»treten des 
Ereignisses M bei einem 
einzelnen Versuch genannt 
wird. Dies vorausgesetzt, 
beweise ich den folgenden 

Hüfssoükc 1, Die Wahr' 
sehemHdikeit, daß der 
PunJU o mjisdien zwei 
Punkte auf der Strecke 
AB faUi^ ist das Ver- 
häUms xmschm dem Ab- 
skmde der beiden Punkte 
tmd der ganxen Strecke 
AB. 

Man bezeichne irgend zwei Punkte auf der Strecke AB 
mit f und b und ziehe durch sie die Parallelen zu AD^ die 
CD in G und L treöen. Wenn dann die Rechtecke Cf\ Gb^ 
LA (sie sind jedesmal durch ein Paar diametral gegentlber- 
liegender Ecken bezeichnet) kommensurabel sind, so kimnen 
sie alle drei in eine Anzahl gleicher Teile von derselben Größe 




Fig. 1 



Digitized by Google 



Wabrschemlichkeitsrechnang. 



geteilt werden. Wenn dies geschehen ist, und die Knebel W 
geworfen wird, so wird die Wahrscheinlichkeit, daß die Kugel 
irgendwo auf irgendeiner Anzahl dieser gleichen Teile zu liegen 
kommt, die Summe der Wahrscheinlichkeiten dafür, daß sie auf 
einen einzelnen dieser Teile fallt, denn daß sie beim iSieder- 
fallen auf irgendwelchen verschiedenen Teilen der Platte AO 
zu liegen kommt, stellt ebensoviel unvereinbare Ereignisse dar. 
Die Bumme nun ist, weil die Wahrscheinlichkeit, daß die Kugel 
auf den einen oder andern Teil fällt, die gleiche ist, die 
Wahrscheinlichkeit dafür, daß die Kugel auf irgend einen der 
gleichen Teile fällt, multi|iliziert mit der Anzahl der in Be- 
tracht gezogenen Teile. Fo lirlich wird die Wahrscheinlichkeit, 
daß die Kugel irgendwo auf Gb zu liegen kommt, gleich der 
Wahröcheiulichkeit , daß sie auf einen der einander gleichen 
Teile zu liegen kommt, multipliziert mit der Anzahl der Teile, 
die in Gh enthalten sind; und die Wahrscheinlichkeit, daß die 
Kugel irircndwo auf Gf oder L yi, d. h. nicht auf Ob (da sie 
irgendwo auf der Platte zu liegen kommen muß), zu liegen 
kommt, ist die Wahrscheinlichkeit, daß sie auf einem der 
gleichen Teile zu liegen kommt, multipliziert mit der Anzahl 
der Teile, die in Cf und LA zusammengenommen enthalten 
sind. Somit verhält sich die Wahrscheinlichkeit, daß die Kugel 
auf frb fällt, zu der Wahrscheinlichkeit des Gegenteils wie die 
Anzahl der gleichen Teile in Gh zu der Anzahl der gleichen 
Teile in Cf und LA zusammengenommen oder wie Ob zu 
Gf 4- LA oder wie fb zu Bf Ab. Und durch inverse Kom- 
position findet mau: die Wahrscheinlichkeit, daß die Kugel auf 
Ob fällt, verhält sich zu derselben Wahrscheinlichkeit zusammen- 
genommen uiit der Wahrscheinlichkeit, daß die Kugel nicht 
auf Gh fällt, wie fb zu AB oder wie das Verhältnis von fb 
zu AB zu dem Verhiiltnisse von AB zu AB. Aber die Wahr- 
scheinlichkeit eines Ereignisses zusammen mit der Wahrschein- 
lichkeit seines Gegenteils ist das Verhältnis der Gleichheit; 
deswegen verhält sich die Wahrscheinlichkeit, daß die Kugel 
auf Gb fällt zu dem Verhältnis der Gleichheit wie das Ver- 
hältnis von fb zu AB zu dem Verhältnis von A B zu .4 B oder 
dem Verhältnis der Gleichheit, und somit ist die Wahrschein- 
lichkeit, daß die Kugel auf Gb fällt, das Verhältnis von fb 
zu i Tl Aber nacli Voraussetzung liegt der Punkt o zwischen 
/ und b oder tut es nicht, je nachdem die Kugel W auf Ob 
fällt oder nicht, und deshalb ist die Wahrscheinlichkeit, daß 
Punkt 0 zwischen f und b liegt, das VerhftLtniA yon fb za AB, 
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Wenn nnn die Rechtecke (7/*, Gb, LA nicht kommensurabel 
sind, so kann doch die letztgenannte Wahrscheinlichkeit nicht 
k&oner und größer als das Verhältnis von fb zn AB sein. 
Denn, wenn sie kleiner ist, so sei sie das Verhältnis von fe 
m AB (wo e «wischen f und b lie^). Dann nehme man anf 
der Strecke fb die Punkte p und t an, so daß pt größer als 
fc wird, und die drei Strecken Bp, pty tA kommensurabel sind. 
(Dies ist offenbar immer zu erreichen, indem man AB in 
gleiche Teile teilt, die kleiner als die Hälfte von eh sind, und 
för p und t die Teilpunkte wählt, die auf der Strecke fb den 
Punkten f und b am nächsten liegen.) Weil dann Bp^ tA 
kommensurabel sind, sind es anch die Rechtecke Cjj, fx nnd 
das Rechteck über j?/, welches das Quadrat -4 C vervollständigt. 
Somit ist nach dem Gesagten die Wahrscheinlichkeit, daß der 
Punkt o zwischen p und t zu liegen kommt, das Verhältnis 
von pt zu AB. Wenn er aber zwischen p und t liegt, muß 
er zwischen f und b liegen. Deshalb kann die Wahrschein- 
lichkeit, daß er zwischen f «ud h liegt, nicht kleiner sein als 
das Verhältnis von pi zu AB und muß deshalb größer als 
das Verhältnis von fc zu AB sein (da pt größer als fc ist). 
Auf dieselbe Art kann man beweisen, daß die genannte Wahr- 
scheinlichkeit nicht größer als das Verhältnis von fb zu AB 
sein kann, sie muß daher diesem YerhAltnisse gleich sein. 

Hüf98(Xt» 2, Wem die Kugel W geworfen und die lAnie os 
gezogen ist, so wird die WtütrschemUMeit des Ereignisses M 
bei einem einxdnen Versutk das Verhältms von Ao xu AB* 

Denn ebenso wie bei dem vorhergehenden Hilfssatz ist die 
Wahrscheinlichkeit, daß die Kugel 0, wenn sie geworfen wird, 
irgendwo auf dem Rechteck Do oder zwischen AD und so zu 
liegen kommt, das Verhältnis von Ao zu AB. Aber das 
Niederfallt 11 der Kugel O zwischen AD und so bei einem 
einzelnen \\ uri ist das Eintreten des Ereignisses M bei einem 
einzelneu Versuch. So ist der Hilfssatz bewiesen. 



Lehrsatx S. 

Es werde über BA dir Knrrr Jhjhil JA gexcichiict^ die 
folgende Eigenschaft hat. Wird die Basis BA in irgend xivei 
Täk geteiU wie Ab und Bb^ und im TeilpuM b ein Lot er-' 
nc^^f das du/reh die Kurve in l begrenzt vdrd^ bedeuten frrmr 
» die VerhäUnisse von Ib^ Ab und Bb m ABy und E dm 
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Ko^ßxmOm des Gliedes mit a^b^ m d^r Entwicklung das 
Bmamials {a + b)^^^ so soU sem 

y = Ex^^. 

Nun behaupte ich', bevor die Ktigel W gcworfm wird^ ist die 
WahrscJwinlichkeity daß dm- Punkt o x^wiscJwa irgend xwci 
Piirtkfp f nnd b der t^trrckc AB Uegm kommt, und gleich- 
xcitig das Ereignis M hei }) -f 7 Vcrsuclten p mal eintritt und 
qmal ausbleibt, gegeben durch das Verhältnis der Fläche, die 
durch die. Kurve BghiklA über der Linie AB xunschen d^n 
in f und l auf AB eirichieten Loten fg, bl bcgrcnxt wird^ zu 
ACf d. Ä. dem Quadrat über der Strecke AB. 

Beweis. 

Angenommeii, der Satz sei nicht richtig, so möge das Ver- 
hiltniB gleieb dem von d. h. einer Fläche, die größer ist aU 
fghiklbf zu dem Quadrat Aö sein. In den Ponktea e, d, e 
dmken wir uns die Lote aaf fb errichtet und nennen i, k 
die Punkte, in denen sie die Knnre treffen. Hierbei soll der 
Punkt d 80 liegen, daß di das ifingste der durch die Linie fb 
und die Kurve begrenzten Perpendikel ist, und die Punkte 
6, df e sollen in solcher Zahl nnd solcher Lage angenommen 
sdn, daß die Summe der Bechtecke bk, ei, ei, fh von dem 
Flächeninhalte fghiklb weniger abweicht als D; alles dies 
ist mit Hilfe der Kurvengleichung und der gegebenen Differenz 
zwiseheik D und der Flftehe fghiklb leicht zu erreichen. 
Denn da di die größte der Eurvenordinaten ist, so mflssen 
die übrigen kleiner nnd kleiner werden, je weiter sie sich von 
dieser Ordinate nach der einen oder andern Seite entfernen, 
was ans der Definition der Kurve unmittelbar hervorgeht; und 
fol^ch ist eh größer als fy oder irgend eine andere Ordinate 
Uber ef. 

Wenn nun Ao gleich Ae wäre, so wtlrde nach HUfssatz 2 
die Wahrscheinlichkeit des Breignisses M bei einem einzelnen 
Versuche das Verhftltnis^von Ae zu AB sein, und fblglich 
wllrde nach dem Zusatz zn Lehrsatz 1 die Wahrscheinlichkeit 
seines Ansbldbeas das YerhSitnis von Be zn AB sein. Wenn 
demnach a? und x die beiden erwähnten Verhältnisse sind, so 
wird nach Lehrsatz 7 die Wahrscheinlichkeit, daß hei p + q 
Versnchen das Ereignis M p mal eintritt nnd qmal ausbleibt, 
ExPxff, Aber da x und z bzw. die Verhältnisse von Ae zu 
AB und Be zn AB sind, so wird, wenn y das Verhältnis 
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von r}i zu AB bezeichnet, jj = Ex^' x.^, denn so ist die Figur 
anj^elegt worden. Wenn desliulb Ao gleich Äe wäre, so würde 
die Wahrscheinlichkeit, daß bei p -\r q Versuchen das Ereignis 
M pmal eintritt und «ymal ausbleibt, y oder das Verhältnis 
von eh zu AB sein. Und wenn Ao gleich Af oder einem 
mittleren Werte zwischen Ae und Af wäre, so würde die 
letztgenannte Wahrscheinlichkeit aus denselben Gründen das 
Verhältnis von fg, oder einer andern der Ordinaten über e/J 
EU AB sein. Aber eh ist die größte der Ordinaten, die über 
ef stehen. Damm kann unter der Voraussetzung, dal^ der • 
Punkt irgendwo zwischen f und c liegt, die Wahrscheinlichkeit^ 
daß das Ereignis M hei p + q Versuchen ^mal eintritt und 
gmal ausbleibt, nicht großer sein als das Verhältnis von eh 
Zü AB, Da nnn hier zwei zusammenhängende Ereignisse vor- 
liegen, das erste, daß der Punkt o zwischen e und f liegt, 
das zweite, daß bei J9 -f- Versuch eii das Ereignis M pmai 
eintritt und 7 mal ausbleibt, und die Wahrscheinlichkeit des 
ersten (nach Hilfssatz 1) das Verhältnis von cf zu AB ist, 
und unter der Voraussetzung, daß das erste Ereignis eintritt, 
die Wahrscheinlichkeit des zweiten nicht größer als das Ver- 
hältnis von eh zu AB sein kann, so folgt (ans Lehrsatz 3): 
die Wahrscheinlichkeit, daß beide Ereignisse zusammen ein* 
treten, kann nicht großer sein als das ans den Verhältnissen 
von ef zn AB und von eh zu. AB zusammengesetzte Verhältnis, 
d. h. das Verhältnis der Flächen fh nnd A C. Somit ist die 
Wahrscheinlichkeit, daß der Punkt 0 zwischen f nnd e zn 
liegen kommt, nnd das Ereignis M ^>mal eintritt nnd ^mal 
aasbleibt, nicht größer als das Verhältnis der Bechteeke fh 
nnd AO, Ebenso kann die Wahrscheinlichkeit, daß der Punkt o 
zwischen e und d liegt, nnd das Ereignis M eintritt und aus- 
bleibt wie zuvor, nicht größer sein als das Verhältnis der 
Becbtet^e ei nnd AG, Weiter kann die Wahrscheinlichkeit, 
daß der Funkt o zwischen d und c liegt, und das Ereignis M 
eintritt und ausbleibt wie zuvor, nicht größer sein als das 
Verhältnis ei zu AC, Und schließlicb kann die Wahrschein- 
Uchkeit, daß der Punkt 0 zwischen e und b liegt, nnd das 
Ereignis M eintritt und ausbleibt wie zuvor, nicht größer sein 
als das Verhältnis von bk zu AO. Addiert man^nun alle 
diese verschiedenen WahrscheinUchkelten zueinander, so er^bt 
ihre Summe (nach Lehrsatz 1] die Wahrscheinlichkeit,* dsittr, 
daß der Punkt irgendwo zwischen f und b liegt und das Er^ 
eignis M hei p + q Yersneben pmal eintritt und qmtX ans- 
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bleibt. Addiert man ebenso die korrespondierenden Verhält- 
nisse, so wird ihre Summe das Verhältnis der Summe der 
Vorderglieder zu dem gemeinsamen Hintergliede, d. h. der 
Summe von fh^ ei, ci^ hk zu AC. Dieses Verhältnis aber ist 
kleiner als das von D zu AGy weil D größer ist als /"Ä, ci, 
cj, hh zusammengenommen. Deshalb ist die Wahrscheinlich- 
keit, daß der Punkt o zwischen f und b fällt und zugleich 
das Ereignis jlf bei + ^ Versuchen p mal eintritt und q mal 
«nsbleibt, kleiner als das Verhältnis von D zu AC^ aber es 
war diesem gleich vorausgesetzt, was absurd ist. Auf die- 
selbe Weise kann man, indem man dem Kurven stück Recht- 
eeke wie eg, dhy dk, cl einbeschreibt, beweisen, daß die letzt- 
genannte Wahrscheinlichkeit größer ist als das Verhältnis 
irgend einer Figur, die kleiner 'iBt aXs fghiklb, zu AG. Des- 
halb muß (Ii ( SP Wahrschemlichkeit das Verhältnis selbst von 
fgkiklb zvL CA sein, 

Znsatz. Bevor die Kngel W geworfen ist^ ist die Wahr- 
scheinlichkeit, daß der Pnnkt o irgendwohin anf die Linie AB 
fftUt nnd sodann das Ereignis üf bei j> + 9 Versnohen |>mal 
eintritt nnd gmal ausbleibt, das Verhältnis der ganzen Fläche 
AiB zn Aö, Aber es ist gewiß, daß der Pnnkt o irgendwo 
anf Aß Hegen wird. Deshalb ist, bevor die Engel W ge- 
worfen, die Wahrseheinliehkelt, <^ das Ereignis M pmBX 
eintritt nnd gmal ansbleibt, das Verhältnis der von der Knrve 
begrenzten Fläche AiB zn dem Quadrate AO. 

Lehrsatz 9, 

Wenn, bevor irgend etwas über die Lage des Pwnkks o 56- 
kannt üt, es sich herausstcJlm sollte, daß das Ereignis M bei 
p q Versuchen p mal euigetreten wid qmal ausg^fUeben istj 
und ich hiemach vermute, daß der Punkt o ximscJien irgend 
xtmi Pufikten b und f auf AB liegt j tmd daß folgheh die 
WahrscJieinliclikeit des Ereignisses M bei emem dmelnen Ver- 
suche irgendwo xumchen dem Verhältnisse von Ab zu AB und 
dem von Af xu AB liegt, so ist die WoJirscheinlichkeity daß 
ieh recht Jiabe, das Verliältnis desjenigen Teiles der von der 
Kurve begrensUen Fläche AiB, wekher mnschm den auf AB 
in b und f erri^Men F&vendikein Hegt, m dar gmxen Fläche 
AiB, 

Denn da die beiden anfeinander folgenden Ereignisse vor- 
liegen: erstens, daß der Pnnkt o zwischen b nnd f fUlt, 

Ortwmld« KiMrikw« m. o 
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und zweitens, daß das Ereignis M bei p q Versuchen 
7? mal eintritt und 7 mal ausbleibt, und da (nach Zusatz zu 
Lehrsatz 8) die ursj)riiugliche Wahrscheinlichkeit des zweiten 
Ereignisses das Verhältnis vuu AiB zu AO und (nach Lehr- 
satz 8) die Wahrscheinlichkeit beider Ereignisse zusammen das 
Verhültnis von fijhiklh zvl AG ist, so ist (nach Lehrsatz 5), 
wenn es sieh zuerst herausstellt, daß das zweite Ereignis 
eingetreten ist, und ich hiernach vermute, daß das erste Er- 
eignis ebtiifalls eingetreten ist, die Walirscheinlichkeit, daß 
ich recht ha))e, das Verhältnis von jyhiklh zu AiB^ was zu 
beweisen war. 

Zusatz. Wenn ich, unter denselben Voraussetzungen, ver- 
mute, die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses M liege irgendwo 
zwischen 0 und dem VerhUltnisse von Ah zu AB^ so ist meine 
Ohauce, daß ich recht habe, das Verhältnis von Abi zu AiB. 

Erl&utemng. 

Nach dem vorstehenden Lehrsatze ist klar, daß man im 
Falle eines Ereignisses von der Ai*t des dort als JLf bezeich- 
neten lediglich aus der Anzahl Male, die es bei einer bestimmten 
Menge von V"ersuchen eintritt und ausbleibt, ohne irgend etwas 
^\ eiteres über die Natur des Ereignisses zu wissen, einen Schluß 
auf die ungefähre Größe seiner Wahrscheinlichkeit ziehen und, 
indem u)au nach den gewöhnlichen Methoden die dort auge- 
wandten Flächen berechnet, die Wahrscheinlichkeit, daß die 
Vermutung richtig ist, ermitteln kann. Daß dieselbe Regel 
auch geeignet ist, um in dem Falle irgendwelchen Ereignisses 
zu dienen, tlber dessen Wahrseheinlichkeit wir von vornherein 
durchaus nichts wissen, scheint aus der folgenden Überlegung 
hervorzugehen. Betreffs eines soleheu Ereignisses habe ich 
keinen Grund zu vermuten, daß es bei einer bestimmten An- 
zahl von Versuchen eher eine gewisse Anzahl als eine 
andere eintreten würde. Denn ich kann in dieser lieziehung 
genau so überlegen, als ob die Wahrscheinlichkeit zuerst un- 
bestinunt gewesen wäre und dann so bestimmt worden wäre, 
daß kein Anlaß zu der Annahme vorliegt, bei einer gewissen 
Anzahl von Versuchen werde das Ereignis irgend eine mögliche 
Anzahl Male eher als eine andere eintreten. Dies ist aber 
genau der Fall bei dem Ereignis M. Denn bevor die Kugel. 
TP geworfen wird, was die Wahrscheinlichkeit für das Eintreten 
des Ereignisses M bei einem einzelnen Versuch bestimmt (nach 
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Zusatz zu Lehrsatz 8), ist die Walirscheinlichkeit, daß das 
Ereignis bei n = p q Versuchen 7? mal eintritt und yaial 
ausbleibt, das Verhältnis von AiU zu AG^ und dieses Ver- 
hältnis ist, wenn n =^ p q ^c^eben ist, dasselbe, was auch 
der Wert von p sei, wie man sofort findet, wenn man die 
Fläche AiB nach den Methoden der Infinitesimalrechnung be- 
stimmt. Und folglicli kann ich, bevor die Lage des Punktes o 
gefunden ist oder die Anzahl Male, die das Ereignis M bei n 
Veraucben eingetreten ist, keinen Grund haben zu denken, es 
werde irgend eine mögliche Anzahl Male eher als eine andere 
eintreten. 

Im folgenden werde ich deswegen als zugegeben ansehen, 
daß die in beti*eff des Ereignisses M in Lehrsatz 9 gegebene 
Regel auch die Kegel ist, die in Beziehnn^ auf irgend ein 
Ereignis zu verwenden ist, von dessen Wahrscheinlichkeit vor 
irgendwelchen diesbezüglichen Versuchen oder Beobachtungen 
schlechterdings nichts bekannt ist. Und ein solches Ereignis 
werde ich ein unbekanntes Ereignis nennen. 

Zusatz, Wenn wir uns demnach die Urdinaten bei der 
Kurve AiB im Verhilltuis von E zu 1 verkleinert denken, 
was in dem Verhältnis der einzelnen Teile der Figur zwischen 
den Ordinalen zueinander keinen Unterschied bedingt, und das 
von (iera Ereignis M Gesagte auf irgend ein unbekanntes Er- 
eignis an wen den, so haben wir 
den folgenden Lehrsatz, der die 
Kegel liefert, um die Walir- 
scheinlichkeit eines Ereignisses 
aus der Anznld Male, die es 
wirklich eingetreten und aus- 
geblieben iät, zu finden. 




Lehrsatz 10» 

Wenn über einer beliebigen 
Basis AH [Figur 2j die JTtem 
hesdtrühen wiard, deren Glekhmg 
lautet 

indem y, Xj z der Rcilie nnch die VerJulIttmse sind der (auf 
der Basis senkrecht stellenden) Ordinate eims Kurvcnpiutktes, 
des Abschnittes auf der Basis xwischen dieser Ordinate und dem 
AnfangspimlUe A der Basis und des andern Abschnittes der Basis 

2* 



Fig. 2. 
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xioisdiai der Ordinate und dem Endptinlcte H zu der gwnzen 
Baf?is als iJuxni (/cincinsarncn RintcniJmlc, dann behaupte ich, 
daß, wenn ein unbekanntes Ereitßüs hei p q Versuclien p mal 
eingetreten und qmal ausgeblieben ist, und in zwei Punkten c 
und f der Basis AH die Ordinaten cC, fF errichtet rverden, 
die Chance, daß die Wahrseheinliehkeii des Ereignisses irgendwo 
MüiscJien dem Verhältnis ro)i Ac zu AH niid dem Verhältnis 
von Af zu AH lügt, das Verhältnis ist von fFCc, d. h. dem 
Teil der vorher beschriebenen Figur, der 'zwischen den beiden 
Oi'dmaten eingeschlossen ist, zu ACFH, d.h. der ganzen über 
der Basis A H durch die Kurve begrenzten Fläche. 

Dies ist einleucliteiid nach Lplir^atz 9 und den Bemer- 
kungen, die in der vorstehenden Erläuterung und dem Zusatz 
dazu gemacht sind, 

Um nnn die gegebene Regel praktisch brauchbar zu machen, 
rnttssen wir den von der Kurve begrenzten Flächeninhalt und 
die von ihm durch die verschiedenen Ordinaten abgeschnittenen 
Stücke einzeln berechnen. 

1. Zu diesem Zwecke setze man AH = 1 und die Fläche 
des Quadrates EO flber AH ebenfaUa = 1 voraus, dann wird 

Cc^ y ^ Äe =: Xj He = z , 

weil y, X, z bzw. die Verhältnisse vou Cc, Ac, Hc zu AH 
bezeichnen sollen. Ferner wird nach der Gleichung der Kurve 

nndf weil Ao-^-Se =t AHj 

ac + Ä =s 1 , 

Demnach wird 

y = xV{l -^oc)'i 

Wenn nww bei einer Kurve die Abszisse x und die Ordinate 

x^' ist, so ist die zugehörige Fläche 

und wenn die Ordinate qx^"^^ ist, wird die Fläche 
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usw. Wenn deshalb die Abszisse x ist nnd die Ordinate 

80 wird die zugehörige Fläche 

Demgemäß wird, wenn 

die Fläche 

__aGg_ xP-*-' xP-*-^ q{q — l) jg^"^* 

Ans dieser öleiclnm^ kann man, wenn q eine kleine Zahl 
ist, leiclit den Wert des Verhältnisses von ACc zu JIO finden. 
Ebenso ergibt sich nach demselben Verfahren das Verhältnis 

HOc . p{p — 1) 



Diese Reihe besteht nur ans wenigen Gliedern, wenn p klein 
ist, und ist deshalb dann anzuwenden. 

2. Ünter denselben Voraussetznogen wie zuvor wird das 
Verhältnis A Cc zu HO auch durch den folgenden . Aosdruek 
gegeben : 

1> + 1 b 4- 1) b + 2) (p + 1) b 4- 2) (j? + 3} + ' ■ ' 



+ i)b + 2) •••(/? + + + 1) 

Um dies nachzuweisen, bilden wir das Differential dieses Aus- 
druckes 

xV dx -\- ^ — — dz + - — — — dx 

- 1) xP^' z^-^ q [q - l)xP^^ z ^-^ 

. ^ - 1 ) (7 - 2)xP^'^ 
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Aua zs=t—x folgt aber 

dx = — dx\ 

setzt man dies ein, so zerstören sich alle Glieder paarweise 
mit Ausnahme des ersten. Es ist also die Derivierte des an- 
geschriebenen , als Funktion von x aufgefaßten Ausdruckes 
gleich 

xP (1 — xyi , 

und der Ausdruck verschwindet ferner fftr = 0. Er stellt 
also in der Tat die zu berechnende Flftche dar. 

3. Anf dieselbe Welse vird das Yerlittltnis von HCe zu 
HO gleich 

x^^xP p'^^ ^xP-* j?(jp — 1) . z^'^-^xP"* 
« + 1 "^to4-i)(3 + 2)+ (ffTr)(g + 2)(g + 3) 

4. Wenn in der Entwicklung des Binomials [a + b)P'*'9 
der Koeffizient des Gliedes, das aP enthält, mit E bezeichnet 
wird, so wird das Yerhältpis des ganzen Flftcbeninhaltes 
ACFH zn dem Qnadrat HO gleich 

_1 JL^ 

» + 1 " E * 

fSr n^p'^q. Denn wenn Ae ^ ÄH^ wird 

s= 1 , « s 0, 

und deshalb verschwinden in dem Auadrucke, der in Art. 2 
für das Yerhiiltnis von ACo zu 110 geg^eben ist, alle Glieder 
mit Ausnahme des letzten, und dieses wird 

_1 1_ . [l-J^ i_ . 

n + \p-\-l2)-['2 n 

Aber der Kunitiziont E des Gliedes mit a^^b^^ in der Ent- 
wicklung von (a 4- ist 

jp + 1 I? + 2 n 

Und weil wir voraussetzeuj daß Ae = AII i^t, wird ACc=^ACH, 
Hiermit ist die vorangestellte Behauptung erwiesen. 

5. Das Verhältnis von ACc zu dem ganzen Flächeninhalte 
A CEE ist (nach Art 1 und 4) gleich 
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Es soll nun, wie x das Verhältnis von Ac zu All bezeichnet, 
X (las Verhältnis von Af zu AH auadrücken, dann wird das 
Verhältnis von AFf zu ACFH 

und folglieh das Verhältnis von fFOc zu ACFH 

= {n-i- 1] ' E' Differenz der beiden Heihen. 

Halten wir dies mit Lehrsatz 10 zusammen, so haben wir die 
folgende praktische Kegel; 

Regel L 

Wenn in Mreff emes Ereigmssea nMts bekamt istf als daß 
es bei p + 9 oder n Vermäim pnuü eingßtrüm und qmiü 
ausgebUiätm isif und ich hdenuu^ venmäe^ daß die Wahrsärnnr- 
lüMeU seines Einitrekns bei einem einxehen Verstidi xwist^ien 
irgend moei Qradm der WahrsdieinHdikeit X und x Hegtf so 
ist die Chance^ daß ick mä meiner Vermutu/ng reehi habe^ gleidh 



j)-f 2 ' 2 p-{-^ I 

indem E den Kocfpximten des Gliedes mit aPW in der Ent- 
Wicklung von (a + bc^eichn^f. 

Dies ist die zur Verwendung geeignete liegel, wenn q eine 
kleine Zahl ist. Wenn dagegen q groß ist und j> klein, so 
vertausche man in den angeschriebenen Reihen fiberall mit 
q und ersetze x durch x = 1 — x, X durch Z = t — X, 
wodurch keine Änderung in der Differenz der beiden Keihen 
hervorgerufen wird. 

[Jede der in der vorstehenden Regel gegebenen Reihen 
bestellt aus g + 1 (bzw. p 1) Gliedern, und die Anwendung 
der Begel verlangt die Berechnung aller dieser Glieder. Hier- 
aus ist zu sehen, daß die Anwendung der Regel außerordentlich 
mtihsam wird, sowie die Zahlen 7, p und damit auch w, d. h, 
die Zahl der beobachteten Fälle, groß wird* Wenn dies eintritt, 
ist die gegebene Begel einer Umformung zu unterwerfen, die 
gestattet, mit geringerer Mflhe die in Rede stehende Chance 
auszuwerten. Dieser Umformung ist das folgende gewidmet] 
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(Philoaophical Transactions, Vol. 54, 1764, pp. 298—310.] 

1. Wenn die Kurve ADH durch die Ordinate Dd so in 
zwei Teile geteilt wird, daß sich Ad zn Hd verhält wie p 
zn qj imd man dann 

n ' n 

macht, 80 wird das YerbältniB der Flflche ADd zn dem Qua- 
drate HO: 



aP**bn p q{q-X) p" 

"*"(i> + 2)(j, + 3)(i» + 4)*3»'^**'J' 



g(^-l)(?-2) 1)» 



Denn in diese Keihe geht die lleihe 

i>+i "^i^+r i?4-2 

die oben in Art. 2 für das Verhältnis von ACc zu HO ge- 
geben ist, über, wenn man 

P j. ff 

' n 

setzt, d. h. wenn öe mit zusammenfällt und ACc zu 
wird. Ebenso geht aus 'Art. 3 hervor, daß das VerblUtnis von 
HDd zu HO das folgende ist: 

+ 2 p'^(q + 2){q + B) p*'^ J 

Hieraus folgt für das Verhältnis der Differenz von ADd und 
HDd zu HO: 
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Dieser Ausdruck gilt, weim ADd größer als HDd ist. Ist 
aber HDd größer als ADd^ so ist die erste Reihe von der 
zweiten zu subtrahieren. 

2. [Das Glied der üeihe in der ersten runden Klammer ist 



q{q — 1) " ' {q — in 2) p 



m 



(jp + 1) (j? 2) • • • (|> 4- w) q 

das {7)1 -{- 2}^® Glied der Reihe in der zweiten runden Kiammer 
dagegen 

jp(jp — 1) ♦ " (jp — m+ l){p — m) g^'*'* , 

Es ergibt sich demnaeh ftir das VerMltnis eines Gliedes in 
der ersteren Beihe zu -dem auf das korrespondierende Glied 
in der letzteren Reihe an zweiter Stelle folgenden GUede [der 
Ansdruelc 

q+m-i-2 q-\-m-{-l q + 1 q 

■ - " ■ ' ■ - — • — ' ■■■ • • • * » • — I N I • • • ■■■ ■- 1, II ■ ■ . .. ,m • I ■ I— 

p-^-m p-{-m — 1 p — 1 p — 2 p — m g*««*» 
oder anders geordnet 

wofflr man auch schreiben kann] 

pq+P pq-\r2p pq pq + '6p pq pq-\- 4.p 
pq pq pq + q' pq — q * pq+2q' pq^2q 

, P^'~P Vi + ^^P P^ ~~ '^P P9. + ^P 

pq + ^q pq — ^q pq + ^q pq — ^q "' 

Die Zahl der Glieder betr;itrt f2w + 2 oder 2(w — l)-f-4, 
also] vier mehr als die doppelte Anzahl der Glieder, um 
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welche das in Betracht gezogene Glied der erstereu Keihe von 
dem ersten (Hied dieser Keihe cntlt int ist. TWenn wir nnn 
die Faktoren des znlctzt :ni irr schrie benen l'roduktes mit Aus- 
Bahme der beiden ersten paarweise vereinigen, so erhalten wir 

pq ' pq ' |>*2' — 2* p'q' — 4cq*'" 

Die Anzahl der Faktoren beträgt jetzt m+ 2, nnd der (ju + 2)^*" 
Faktor lautet 

i^'s' + ^p^q — ^)p^ 

p^q* — /j}q* 

oder 

p'q'-!i*p^ 4j> Mg + l) 

wobei fi die Werte 2, 3 usw. bis m annehmen kann. Setzen 
wir nun <C ^ Torans, so kann m selbst die Werte von 1 bis 
p — 1 annelunen. In dem vorstehenden Ausdrucke wird das 
erste Glied >> 1, weil der Zähler größer als der Nenner ist, 
nnd das zweite Glied ist positiv, also ist der ganze Ansdmek 
]> 1. Ebenso werden die ersten drei Faktoren der in Bede 
stehenden Paktorenfolge 1, also sind alle Faktoren imd 
damit das ganze Produkt 1. Jedes. Glied der erstereu 
Beihe ist also größer als das mit ihm verglichene Glied der 
zweiten Reihe.] Wenn man nun von der zw^ten Reihe die 

zwei ersten Glieder fortläßt, die zusammen [= — ^-^ , also] 

' q -\- 2 ^ 

kleiner als 2 sind, so ist der liest kleiner als die erste lieihe, 
und folglich kann die erste Reihe von der zweiten abgezogen 
keinen Rest lassen, der ^ 2 ist. Demnach muß, wenn q'^p 
ist, nach dem vorigen Art. das Verhältnis der Differenz 

HDd — ÄDd zu dem Quadrat HO < sem. 

n 

3. Wenn die von der Kurve begrenzte Flflche wie vorher 
in zwei Teile ADd und IJDd geteilt wird, so mögen die 
Ordinalen Co und Ff auf beulen Seiten in der gleichen P^nt- 
fernung von Pd liegen, nnd r möge das Verhältnis von de 
oder df zu AH sein. Wenn dann y, .r, z der Txeihe n;ich die 
Verhältnisse von (7c, Ae und Hc zu AM sind, so wird nach 
der Katar der Kurve 
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Aber weil das Verhältnis von Ad zvl AH a ist und das von 
de m AH r, ist das Yerliftltnis von Ad — de(=t Ae) sn AH 
a^r. Somit wird 

0 ' 

a — r = X 

und auf dieselbe Weise 

+ r s= «. 

Ea ist aber y = x^'z*^ 
nnd y das Verliältnis von 
CczviAH» Deswegen ist 

CeiAH 
= ia'-'r)P(b + r)9. 

Und ebenso wird 

Ff: AH 

Folglieh ergibt sich 

Cc:Ff 
= {a^r)P(b + r)9 




Fig. 8. 



4, Wenn q größer als p ist, so ist (a + J")^ — r)^ 
großer als {a^r]P{b + r)^, nnd das Verhältnis zwischen diesen 
Qrößen ninunt zn, wenn r zunimmt. Denn wenn man in der 
gewOhnÜehen Weise die natflrlichen Logarithmen dieser Ans* 
drflcke aufsucht nnd 

setzt, weil a s=s ^ . h^-S- (s. Art. 1], so findet man fflr 
den Logarithmus [des in liede stehenden Verhältnisses 



1+^ 



[ a 
a log 
1-^ 



*log 



r 



1 — 



und wenn man für die Logarithmen die bekannten Beihen* 
entwieklnngen einsetzt] 
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'h- — d 



5*' — 



6 




Ist nun p imä deshalb h > ö, so sind alle Gliciier dieses 
Aiir>di itckca positiv, und or ist ferner um so gi'Ößer, je größer 
r ist, er ist äomit der Logarithmus eines Verhältnisses, das 
groiier als das der Gleichheit ist, und mit r zunimmt. 
5. Isach Art. 3 ist 



Dnd das Verhältnis zwiscben diesen Größen wftehst mit r, 



und das YerlüUtnis dieser Strecken wächst mit r oder dfs^ de* 
Folglich gilt dasselbe auch von den Flächen, welche die Ordi- 
naten dorchstreichen, wenn ihre gleichen Abszissen df und de 
zunehmen. Mithin ist, wenn q'^p, 



DdfF^ DdcC , 

und das Verhältnis dieser Flächen wächst mit df = de, 
6. Weü 



wird, wenn q^2h auch Hd^ Ad. Nimmt man also auf 
Ud den Punkt l so an, daß dl = Ad wird, so ist nach dem 
vorio^en Art. der Teil der Fläche UDdy der über dl steht, 
gi. ßer als ADd^ und das Verhältnis dieses Teiles von IIDd 
zu ADd ist größer als das Verhältnis von DdfF zu DdcG, 
Folglich ist um so mehr (wenn p ist) der ganze Flächen- 
inhalt JIDd größer als ADdj und das Verhältnis von IIDd 
zu ADd ist größer als das von DdfF zu DdcC. 
7. Wenn q .>jPj ist 



Ff: Cc = (a + r)P(b - r)« : (a^r)P(b + r)9, 



nach Art. 4 ist 




Ad: Hd =p: 




und 



n 
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Deuu die Derivierte des liukä stehenden Ausdruckes naob r ist 

n 



nnd die Derivierte der rechten Seite in der ersten Ungleichung 
wird (weil |? 4- = n) 

\ Pf \ 2 / 

Somit ergibt sieh, daß sich 

('-^Tf»('-7T('+TT 

verhält wie die Derivierte des erfiten Ausdraekes multipliziert 

1 1 zu der Derivierten des letzteren Ausdruckes 

PQ I 

mtiltipliziert mit 

\ pl\ ql p q pq 

Aus dieser Proportion geht hervor, da [und somit 



V* 



daß der Ansdrack 



('-7f( 



im Verhältnis zn seiner Größe sieh in stärkerem Maße ver- 
ändert als 

n 



\ P<1 I 



pq 

Und da ihre oben ermittelten Derivierten negatives Vorzeichen 
haben, nehmen sie beide mit wachsendem r ab, folglich muß 
von ihnen, falls sie ftlr einen Wert von r gleich sind, wenn 
r über diesen Wert hinaus wächst, der letztere Ausdruck der 
größere sein. Sie sind aber beide gleich 1, wenn r = 0 ist. 
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Auf gleiche Weise kann die zweite Ungleichong bewiesen 
klar, daß die Ungieichaug besteht 



werden. Hiernaeh ist, da - b = gesetzt war, 



n 

(« -r)P{b + r)« < aPb9 (l _ ^^'J* < (« + r)t>{b - r)«, 

wenn p ist. 

8. Wir setzen nun voraus, es werde die Kurve MQWy 
welche die Verlüiigcrnng der Strecken F/\ df in i?, Qj 
W triflFt, so konstruiert, daß Ff^ das sicli zu GV- verliält wie 
{a -\~ r)y {h — ryi zu (a — r)^ (6 + rj'' (s. Ai't. öj, sich zu ü/" 
verhält wie „ 

wie immer uiich die l'unktc f und r in glciolien Kntfernuu^^en 
linkb üder reclits von d angenommen werden mugeu. Dann ist 
nach dem vorigeu Art. offenbar, daß immer 

Oc<:Qf<Ff 

ist. Und folglich muß auch das gleiche von den Flächen 
gelteui welche die Ordinaten bei ihrer Bewegung dnrchsü*eichen, 
wenn ihre gleichen Abszissen zunehmen. Deshalb wird 

Ddc C < ndfQ < DdfF . 

9. Da n 

nnd nach Art 3 

(a + r)P{b'-r)'i = Ff:AH 
ist, mnß n 

1 - — I 

sein, wenn wie Überall durch r das Verhältnis {f^t^H bezeichnet 
wird. Wenn man nun das KurvenstUck JidfQ quadriert [auf 
Grund der Formel » 

n'r' /i — 2 n*r* n — 2 n — 4 n^f^ , 



( 
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so ergibt sich für das Verhältiiii vou RdfQ zu 110 der Aua- 
druck 

Vhcil ^^^^ ■ n'^r^ «—2 n— 4 ^ 1 



Wenn man Merin 



2pq 

elnsetzti so findet man 



Die Reihe in der Klammer wird, wenn m*r* s= - oder 

und mithin die Ordinate Qf verschwindet, fttr =: 

"ÜB* 5 " 2B* * 3B* ' 7 

10. Nach dieser letzten Bemerkung wird für B s= 
das Verhältnis der ganzen Fläche MQWd zu ÜO ^ 

Kuu ist aber (nach Lehrsatz 10, Art. 4) das Verhältnis 

ACFE zu H0=^-^'\;^ 

indem 77 den Koeffizienten des Gliedes mit aVW in der Ent- 
wicklung von (a + b)^ bezeichnet. Deshalb ist das Verhältnis 



n Yn L 3 J 

Wir setzen nun 0 für den Koeffizienten des mittleren Gliedes 
in der Entwicklung deä angegebeneu liinomialä, so daß, wenn 
n 

pagaa— , E sss G wird. Femer wird dann a^h^^ 

und die FliicLe RQWd= lACFTI, denn dann sind Qf, 
Fff öc alle einander gleich und folglich auch die Flächen 
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JRQWdj HDd und ADd. [Setzt man diese Werte in die 
vorige Gleichung ein], so ergibt sich 



„ , V2n 2»-* 

H — • » • _ . . « 

3 ^ n + l G 

Aber diese Reihe ändert sich |weil = yj nicht, welche 

Werte man ancli dem p und $ gibt, solange deren Summe n 
dieselbe bleibt. Folglieb ist in allen Fallen das Yerbftltnis 

RQWd',ÄCFn^^-ii^^^2\ 

n Q 

11. Nach Lehrsatz 10, Art. 4 ist 

1 1 



ACFII:HO = 



n + 1 E 
und nach dem vorstehenden Art. 9 

Demnach wird 

MdfQ : ^C^if = ^ . . EaH^ . [mr - + • • 

Weiter ist nach Art 10 das Verhältnis 

Somit wird das Verhältnis 

12. Naob Art. 2 ist, wenn das Yerbftltnis 



{HDd — -4Z)<i) : HO < 



7» 



Kach Lehrsatz 10, Art. 4 ist ferner daa Verhältnis ACFH: HO 
oder 
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Demnach ist die Summe dieser beiden VerbältniBse, d. b. das 
Verbältiüs 

1 1 2a^h^ 
2nDd:U0< — ^ + — , 

and ihre Differenz, d. U. das Verhältnis 

1 1 'S^aPVi 

Somit wird weiter das Verhältms 2IIDd\2ÄDd oder 
oder, was dasselbe beißt, 

Aber das Verhältms von IIDd zu ADd ist ii:ich Art. 6 größer 
als das Verhültuis von UdfF zu DdcC\ wenn 7 >> ist. 
Deswegen wird um so mehr (wenn p] das Verhältnis 

DdfF : DdoC< |l + 2 Ea^'^^ : |l - 2 5^ EaH'i^ . 

Und weil nach Art. 8 EdfQ ein Mittelwert zwischen DdfF 
und DdcC ist^ wird auob 

Dd/-J^: BdfQ < |l + 2 ^aPi^j : |l - 2 ^^^^ Ea^¥i^ 
sein, anderseits aber 

DdeGiRdfQ > |l - 2 'l^EaPb'^ : (l + 2 EaPb^i^ 
So ergibt sieb die folgende 

Regel IL 

Wmn von einem Ereignisse nichts hekannt ist, als daß es 
hei p -\- q oder n Versuchen p mal eingetreten und q mal anS" 
geblieben ist^ und ich hiemadi vermute^ daß die Wahrschcinliclir 
heü seines Eintretens bei einem elnxelnen Versuch zwischen 

p , p 

— und — + r 

n n 



OttnaiiB EluaSktt. tflS. 3 
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Hefft, 80 ergU4 sieh, daß, wem 

gesetst wirdj E dm Koeffizienten des OHedes mü a^lß m der 
Eniwidskmg von (a + ^r ^^^Mmei und 



n+1 y2pq r mV , 

n«— 2 n — 4 w'r' "1 
2fi du 7 ^ J 

gemmmen tvinlf meme Gitame^ recht »u, habenf ffröfier ist als 2 
und kkmer als 

l + 2^^^£aP6« 
. ■ ■ ■■ « 

n 

Denn nach Art. 11. ist, wenn wir den hier angeschriebenen 
Wert von 2 in Rechnung ziehen, das Verhältnis 

RdfQ:AÖFM=2. 

Aber nach Art 8. ist 

DdfF> EdfQ 

ttBd naeb Art 12. 

DdfF:RdfQ<:^l + 2^^^^ EaPh^^ : ^1 — . 
memaeh ist klar, daß das Verbftltnis 

n -4- 1 

DdfF : A ÖFH> 2 und < 2 

1 — 2 EaPb9 

n 

ist. Aber wie ans Lebrsats 10 in dem vorhergeliendeii Aufsätze 
hervorgeht, ist die Chance, daß die Wahisoheinlichkeit des 

Ereignisses zwischen — und — + r (d. h. zwischen dem 

n n 

Verhältnisse von Ad: AH und dem von AflAJI)^ das 
Verhältnis 

DdfF:ACFH. 
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Demnach ist die Chance, daß ich recht habe, 

>2 und <2 • 

^ w -4- 1 

n 

Auf gleiche Weise findet sieh zweitens unter denselben 
Voraussetzungen, wenn ich urteile, daß die Wahrscheinliobkeit 

zwischen — und ~ r liegt, die Chance, daß ich recht habe, 

« n ' ' ' 

n 4- 1 
fi 

<Sma>2 

1+2 EaPb'> 
n 

Dies ist ebenso wie der vorige FaU einleuehtend, weil 

DdcC<iIidfQ 
ist) aber das Verhältnis zwischen diesen Flächen 



> 



(1-2 ^ EaP¥^) + 2 ^ ^«''*') • 



gefunden wurde. 

Wenn drittens unter im fibrigen gleichen Voraussetzungen 
p'^q ist, und ich urteile, daß die Wahrscheinlichkeit desEr- 

P P 

eignisses zwischen — und ~ + r liegt, so ist die Chance, daß 

ich recht habe, 

1-2 ^^-^ EaPb9 
<^nnd>:? ^ 



1 + 2 EaPb'i 
n 



Wenn ich dagegen mteile, daß die Wahrscheinlichkeit 

zwischen — und — r liegt, so ist meine Ohance 
» n 

>:Sund<:? 



n 



3* 
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Wenn p = ist meine Chance, auf welche von den 
beiden Arten ich arteile, immer genau ^ S. Diese Zusätze 
kdnnen anf dieselbe Weise bewiesen werden wie die vorher- 
gehenden Falle, yro q'^p ist, oder sie können auch ans dem 
vorher Bewiesenen gefolgert werden, indem man das Eintreten 
eines Eireignissee als dasselbe ansieht wie das Ausbleiben seines 
Gegenteils und umgekehrt. 

Viertens, wenn ich unter übrigens gleichen Voraus^ 
Setzungen, mag nun q'^ oder sein, urteile, daß die 
Wahrscheinlichkeit des Ereignisses zwischen 

— +V und — — r 
n n 

liegt, so ist meine Chance 

und < 



n * n 

Dies ist eine sofort einlenchtende Folgerung aus den schon 
erledigten Fällen. Hier ist wieder, wenn p = meine Chance 
geuau =22'. 

[Die abgeleitete Res^^'l Tl. bedarf noch einer weiteren Um- 
formnng, denn ihre xVnweuduug kann, wenn ?i eine sroßc Zahl 
ist, erhebliclie Scliwierigkeiten bieten, da dann in ihr Produkte 
mit sehr vielen Faktoren vorkommen. Es wird deshalb im 
folgenden znnftclist versucht, für den Faktor der Reihe in dem 
Ausdruck von 2 brauchbare Käherangswerte, die bei sehr 
groliem n gelten, abzuleiten.] 



Digitized by Google 



DriUes Stück. 

(Phüosophlcal TtanBaetioiui, Vol. 53, p, 401— 40a.) 

[1. Der Koeffizient MI des Gliedes mit aPl» in der Ent- 
wieUang yon [a -}- b)^ ist sehr umständlich zn berechnen, wenn n 
eine große Zahl ist In diesem Falle Iftßt sich aber von der 
Formä Gebranch machen, die SUrling für die Faknltftt großer 
Zahlen gegeben hat, nnd welche (nnter der Toraussetznng, daß 
n eine große Zahl ist) folgendermaßen lautet: 

wobei 7C das Verhältnis des Ereisnmfanges znm Kreisdurch« 
messer nnd e die Basis der natürlichen Logaritlmien bezeichnet. 
Nun ist 

1 • 2 • • • • ?i 

h — - — T 

1 ' 2 p * 1 * 2 

uläo wird, weun n und ebenso p und q sehr große Zalileu sind, 
mit gi'oßer Annäherung 

a.1 j-ll -LI 

^^^^^ e^'*^«»"««»^»"' 



Dieser Auadruck aber reduziert sich, da 

P Q 

p -{-q^n uud a = — , o = — 

n n 

Ist, auf 

Y27t ^''b^yfq 
wenn S die Reihe bezeichnet 

12 U P qf 360 p' 3"/ 
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[Von dieser Reihe sind nnr wenige Glieder za nelimen, 
um eine genügende Genauigkeit zu errelehen. Ans dem an- 
geschriebenen Werte von folgt: 

Vjv y2pq 

2. Die Reihe die in dem für S gegebenen Ansdmcke vor- 
kommt, ist der direkten Ausrechnung zugänglich, wenn 

mr<^l 

ist. Nimmt aber ??2r einen größeren Wert an, so ist ein 
anderes Verfahren einzuschlagen, den AVert der Reihe zu finden. 
Es ergeben sich dann zwei voneinander sehr wenig verschie- 
dene Werte, zwischen denen der wirkliche Wert der Reihe liegt. 
Zu diesen Werten gelangt man auf folgende Weise. Wir be- 
zeichnen den Wert der Reihe mit J2, nehmen [also 

m^r^ . n — 2 wiV^ (n — 2)(n — 4) m"^/' 

Rsssmr — . — -_ — . i 1, 

8^2» ö 2n3n 7 

oder für ti == mr 

„ . n — 2 m* 

— w — , 

dann wird 



oder wenn wir den jgefundenen Wert für Ea^b^^ einsetzen, 

. _ « + 1 . JL . ... 

3. Wir nehmen nun iubbesoudere = g = -— an, dann 

ergibt sich, daß, wenn ich nrteile, die Wahrscheinlichkeit des 

Ereignisses liege zwischen 

— + »* und — — r , d. h, zwischen 4 4- r und i — 
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die Cliance, (Uß ich recht habe, genau = 2 ^ ist^ wie wir in 
des Zusätzen zu Regel II gesehen haben. Wir finden jetst 
aber fflr den entgegengeBetzten Wert der Beihe 8] 

2« — 1 2* — 1 2» — 1 

2n 360n* 1260 

und wollen die Zahl, deren natürlicher Logarithmus diesen 
Wert hat, mit H bexeiehnen. [do wird der obige Aoadroek 
für S 

^_ n+l R 1 

4. Es muß aber die Chance, daß ich mit meiner Ver- 
mutung recht habe, eine Verhältnis sein, daß höchstens das 
Verhältnis der Gleichheif sein kann und sonst kleiner ist. Die 
Chanee ist aber 2 und souut findet aich 

oder 



woraus folgt 



— 2 n + l 



Das Gleichheitszeichen tritt ein, wenn ich vemute, daß 
die Wahrscheinlichkeit zwischen 0 und 1 liegt, denn dann ver- 
wandelt sich die Vermutung in Gewißheit, die Chance ist also 
durch daä Verhältnis der Gleichheit gegeben. So ergibt sich, 

dai; 

Vtc n „ 

H SS 



2 n + 1 
wird, wenn 

genommen wird. £& iat aber hier 



m oder |/^^ = ^2« » 
und somit wird in diesem Falle der Wert des Argumentes 



l/ ^ 

u s= mr =^ y - ' 
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5. Die Beihe J2 muß der Beziehung genflgen 



p . Y7C flH 71 \ 71 I 



n 



2 n + 1 n + 2 2u 

Um diese Behauptung zu bewcis«'n, Inlden wir die Deri- 
vierte des in der t^no^leichung auf der reciiten Seite stehenden 
Ausdruckes. Dieselbe wird 

[ n ) "*"n+2 2m* 

Bilden wir nun die Derivierte der Reihe R naeh dem fiOr 
sie gegebenen Ausdrucke, so ergibt sich 



1 — «' -1 — - — u* 3 4- 

2n 2n 4n ^ 



oder 



Der zuerst gefuinlonen Ausdruck ist aber immer größer 
als dieser letztere, weuu 



2 

ist, und wir wollen nur solche Werte von tij die innerhalb 
dieser Grenzen liegen, in Betracht ziehen. Dann ist sonach 
die Derivierte des in der üngleichunsr rechts stehenden Aus- 
druckes großer als die des links stehenden An der Grenze 

u = j/-^ Aber werden die beiden Ausdrücke einander gleich, 
der rechts stehende erreicht also, wenn w bis l/~ wächst, 
den gleichen Endwert wie die Reihe iZ, indem er immer 

stärker zunimmt als diese; er mnB also, solange «<;|/-^, 

fortgesetzt kleiner sein als die Keihe M, 
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6. Die Reihe muß weiter der Beeiehung genttgen 

n \ n / \ n i 



2 \+l n+2 , 2u "^(n+2}(»+4).4ii? 

Denn bilden wir die Derivierte des reebts stebenden Ansdraekes, 
so ergibt sieb 



U^^V -_i__!lL_ 

\ n) (n+2)(» + 4).4«** 

Dieser letztere Ausdruck iat aber unter den angegebenen Be- 
dingangen immer kleiner als die Derivierte der Beibe B 



{ 



n I 



Da nun för den ftnßersten Wert le = 1/ ^ üJ gleicb dem 

recbtsstehenden Ausdrucke wird, dieser letztere also den 
gleichen Endwert wie E erreicht, indem er langsamer zu- 
nimmt, so muß er fortgesetzt größer als B seiUi und die Un- 
gleichung ist bewiesen. 

7. Wenn wir auf (liesell)o Weise fortfahren^ erkennen wir 
folgendes:] Bilden wir die Beibe 



n 



n 



2 9^4-1 »+2 2u 



{»+2J(n + 4J .4t*^ («4.2J(« + 4)(»H-6).8it^ ' 

so erhalten wir einen NiiheruiiL'-swcrt für die Reihe 7i, indem 
wir die vorstehende Iveilie bis zu einem befctinimten Gliedo 
auswerten. Jenaehdem dies letzte Glied das Vorzeichen -f- oder 
— hat, ist der g:et'iindene Näher un^s wert größer oder kleiner 
als der wahre Wert der lieihe R. 
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8. Wenn wir die so ermittelten Näherungswerte für R in 
den Ausdruck für 2^ einsetzen, für Ecfilfi den in Art 1. 
gefundenen Wert einführen und noch 

machen, so [finden wir, indem wir nns auf die beiden ersten 
Glieder der die Näherungswerte liefernden Keihe besehränken, 

2^ ^ V2itpq ' h 



n 



n 



und indem wir die ersten drei Glieder nehmen, 



2^ ^ V27tpq'^^ 



n 



1 n n + 1 1 / 2mh'Y 1. 
^^^4-2 n + 4 2w^rM »* / J 

So] erhalten wir ala Umformung der Kegel II die folgende 

Regel UL 

Wmn von einem Ereignisse nichts beJcanni isij als daß es 
hei 2^ q odei' n Versuchen p mal eingetreten und q mal ans- 
gebliebe}i ist^ ^md ich hiernach schließe^ daß die WaJirscIieinlich- 
keit seines Eintretens bei einem eitixelmn Ve/rsucHie xwUsciim 

— + r und -- — r 
n n 

liegtf so ist nuirn Cluiiice^ recht xu Jtahenj 



> 



n 

L mr\ n J } 



V2 jtpq + Ä (wi + n" ^) 
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und 



< 



II 

wo nij 7tj h und H für die bereits erklärten Größen stehen. 
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Die BedeatuDg der vorstellend mitgeteilten Abhandlung goht 
ans ihr selbst so klar henror, daß es kaum nötig ist, de ans- 
fiBhrlieh auseinander zn setzen. 

Die Darstellung Bayes* zeigt eine überraschende Beherr- 
schung der mathematischen Hilfsmittel, sie ist in dem strengen 
Stile der alten Mathematiker gehalten und von einer schönen, 
abgerundeten Ausführlichkeit^ die jcdeu Kommentar cutbehrlich 
macht. 

Ihr Verfasser ist kein Berufsinathematiker gewesen. Er 
war Geistlicher und gehörte den Konkonfurrniäten an. Sein 
Vater, Joshua Bai/es^ war seit der Unll'üriintiitsakte der erste 
Prediger der Dissenters, der eine oftentliche Stelhmg bekleidete. 
Thomas Banfes selbst war eine Zeitlang Assistent seines Vaters an 
der Kirche in Leather Lane zu London. Später lebte er, scheint 
es, zu Tiinbridge -Wells in der Grafschaft Kent. Er muß als 
Mensch und Gelehrter wohl augesehen gewesen sein. Von 1741 
bis zu seinem Tode im Jahre 1761 gehörte er der Royal Society 
an. Nach seinem Ableben betrauten seine Angehörigen Prioe 
mit der Durchsicht seiner hiuterlassenen Papiere, in denen 
verschiedene Gegenstände behandelt waren, deren Veröffent- 
lichung ihm aber seine Bescheidenheit verboten hatte. (Memoirs 
of the ijife of the Rev. Richard Price. By Wüliayn MoryaUy 
1815.) So ist eine der merkwürdigsten mathematischen Ent- 
deckungen crlialten geblieben. Xu dem Maße, wie man später 
die Bedeutung dieses Satzes erkannte, hat man sie leider auch 
verkannt. Es hat sich im Laufe der Zeit eine Dornenhecke 
von Liikiarheiten und Mißverständnissen darum gezogen. Aber 
an Baypff liegt die Schuld nicht, daß diese Mißverständ- 
nisse aufgekommen sind, sie sind Avcsentlich in Laplaccs Dar- 
stellong (Memoires presentes par di\ ers s;u^ants, tome VI, 1774) 
begründet. "Was Baljes sagt, ist deutlich und einwandsfrei, alle 
Angiiü'e, die das BaycsBchQ Theorem erfahren hat^ passen 
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nicht auf die Form, in der es Bayes selbst aufstellt und be- 
gründet. Deswegen ist es ein Ti-ibut der Gerechtigkeit, den 
wir ihm entrichten, wenn wir den Wortlaut aeiner Arbeit 
wiederholen, iiud so mag man diese I^euansgabe der einsigen 
Schrift, die Bmjes' Namen der Nachwelt überliefert hat, ansehen 
als ein kleines Denkmal für diesen Denker, der still nnd be- 
scheiden seine eigenen Bahnen gewandelt ist. 

1) Zu S,4 (Definition 5). Die hier gegebene Definition 
der Wahrscheinlichkeit kann befiiemdlich ersäieinen, da sie den 
Begriff der sogenannten mathematischen Erwartung zugrunde 
legt In dieser Weise hat aber schon Huygem (De ratiocinüs 
in ludo aleae) die mathematische Wahrscheinlichkeit definiert 
Wir sind gewohnt, umgekehrt die matiiematische Erwartung e 
mit Hilfe der Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, indem wir 

setzen, wenn v die Größe des mit der Wahrscheinlichkeit t& 
erwarteten Gewinnes ist Boyes dagegen definiert: 

6 

W = —' 

V 

Er garantiert sich so von vornherein einen unbeschränkt vari- 
ablen Walirscheinlicbkeitswert, der bei der Zurflckführung des 
Begriffes auf die Unterscheidung der gleich möglichen FftUe 
nicht unmittelbar gewonnen werden kann. Auch sonst erweist 
sich ihm gerade die gewählte Definitionsart Ton Nutzen. 

Die Lehrsätze 1 und 6 sind die gewöhnlichen Sätze von 
der Addition und Multiplikation der Wahrscheinlichkeiten. Daß 
Bayes sie i^bt, geschieht nur zur Abrundung der Darstellung. 
Es ist daraus nicht bd ihm auf eine mangelhafte Literatur- 
kenntnis zu schließen. Im Gegenteil scheint seine Arbeit aus 
dem Studium von MoivreB Doctrine of Chances hervorgewachsen 
zu sein. Die neue Wendung aber, welche die Ideen bei Bayes 
nehmen, zeigt sich schon in Lehrsatz 3. Grundlegend fttr seine 
Betrachtungsweise ist die Scheidung der zusammenhängenden 
(subsequent) und unabhängigen (independent} Ereignisse. Yor^ 
her hatte das Interesse den letzteren gehört, auf die enteren 
hat Bayes zuerst die Aufmerksamkeit hingelenkt 

2) Zu 8» 9 (Lehrsatz 6). Dieser einfache Lehrsatz, auf 
den der vorhergdiende Lehrsatz 4 mne vorsichtige Vorbereitung 
ist, bedeutet den entscheidenden Schritt Der mit der Chance 
eines Spielers gldchbedeutende Begriff der mathematischen 
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Wahrscheinlicbkeit war zunächst immer auf sukflnfdge Ereig^ 
nisse bezogen worden. ITier liandelt es sich nun um die Wahr- 
scheinlichkeit eines schon entschiedenen Ereignisses. Bayes^ 
Überlegung beruht auf einem Qedanken, der sich im allerein- 
fachsten Falle wie folgt klarlegen läBt: Sechs Spieler wtlrfelii 
mit einem Würfel und setzen jeder auf eine Nummer. Dann 
haben sie alle gleiehviel einzusetzen. Non nehme man an, 
der Würfel sei schon gefallen, liege aber verdeckt auf dem 
Tisch. Ändern sich dann ihre Einsätze? Offenbar nicht. Die 
gleiche Schlußweise Hegt anch hier vor. Das gewonnene 
Theorem wird der Formnliemng, die es später erhalten hat^ 
besser angepaßt, wenn das erste Ereignis, mit einem von Bayea 
selbst herrührenden Ansdmck, als eine Reihe von Umständen 
(cirenmstances) angesehen wird, die dem zweiten Breignisse 
vorhergehen oder es begleiten. Es handelt sich dann um die 
folgenden drei Wahrscheinlichkeiten: 

1. Wahrseheinlichkeit daß d^s Ereignis mit diesen be- 
gleitenden Umständen eintritt, 

2. Wahrscheinlichkeit TT, daß das Ereignis Überhaupt 
eintritt, 

3. Wahrscheinlichkeit daß, wenn das Ereigiüs ein- 
getreten ist, auch die in Kede stehenden Umstände 
vorgelegen haben, 

and Baljes* Theorem dillckt sich in der Formel aus 

w 

Die direkte Zurflckfährnng dieser Formel auf die Definition 
der Wahrscheinlichkeit als Verhältnis der Ansahl der gttnstigen 
Fälle zur Anzahl der möglichen Fälle hat gut nnd grttndHch 
i;. KrieB (Die Prinzipien der Wahrscheinlichkeitsrechniuig, Frei- 
burg 1886) behandelt. 

3) 2» 8. 10. Man halte die vorsichtige Formulierung 
Bc^es^: »Infolge gewisser Umstände entsteht eine Wahrschein- 
lichkeit dafütr, daß ein Ereignis eintritt«, zusammen mit der 
durch Laplace eingeführten Ausdrucksweise, nach der jene Um- 
stände die »Ursache« dieses Ereignisses heißen. Man kann nicht 
umhin, hierin mit Stmnpf (Sitzungsberichte der bayerischen 
Akademie, Phil. Klasse, 1892] »eine umständliche und ganz 
tlberflassige Verkehmng des Sprachgebrauchs« zu sehen, die 
auch dann nicht an Berechtigung gewinnt, wenn man, wie 
z. B. Bertrand (Calcul des probabilit^s, Paris 1889) es tut, 
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ein^Bteht, das Wort Ürsaohe (cauBe) werde hier in einem 
aadem Sinne als ^wObnlioh gebranchi Dem Worte »Hyp<H 
fhese«! das Stumpf statt »ürsaoüe« gebrancht wissen will, 
m5ehte ieh aber den Ansdrnek »fintstehnngsmodns« , den 
V, Kries yorscldägt, noch vorziehen. 

4) 2iu 8. 12 (1. Annahme). Die hier gemachten Voraus^ 
seiEmigen sind fast yollkommen erfUllt, wenn eine genan niyel- 
li^rte Platte anf freiem Felde bei einem Hagdsehaner anf* 
gestellt wird. Zu beachten ist aber, daß ^e zwei Dimensionen 
der Platte bei der ^^esschen Konstruktion keine Bolle spielen. 
Vielmehr denkt Boyes sich das Quadrat in Parallelstreifen 
zerlegt, nnd es handelt sich nnr darum, anf welchen dieser 
Parallelstreifen die Kngel tsM, 

Ist die Länge der Qnadratseiten gleich 1, dx die Breite 
der Streifen, so wird die Wahrscheinlichkeit, daß die Kngd 
anf einen bestimmten der Streifen zu liegen kommt, einfach 
ssdx, Ifan könnte nun, ohne daß an der Schlnßfolgemng 
sieh etwas Wesentliclies ändert, auch annehmen, diese Wahr- 
scheinlichkeit sei allgemeiner =r/*(a;)ia;, wo f{x) irgend eine 
Funküon des Abstandes den der Streifen von einer Quadrat^ 
Seite hat, bezeichnet. In der Tat wttrde dies nur eine Trans- 
formation der YeränderÜchen x in eine andere y bedeuten, die 
durch die Differentialgleichung 

dy^f(x)dx 

bestimmt wird. Da das über die ganze Quadratseite erstreckte 
integral ^' 

sein muß (weil durch dies Integral die Wahrscheinlichkeit, daß 
die Engel flberhaupt auf die Platte fiüit, gegeben wird), er« 
gibt sieh, wenn man noch y^O für a;a=0 annimmt, daß 
durch die in Bede stehende Transformation das Quadrat in 
ein anderes gleich großes transformiert wird, anf das man nun 
alle folgenden Betrachtungen bezieht. 

(2. Annahme.) Man kann fragen, was für einen Zweck 
Oberhaupt das einmalige Werfen der Kugel W hat. Es dient 
zunächst dazu, die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses M fest- 
zulegen. Statt die Kugel W zu werfen, könnte man auch die 
benutzte Parallele os zu der Quadratseite nach Willkfir ziehen. 
Was durch die gewählte Formalierang aber mehr ausgedrückt 
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M'ird, ist, (laß das Ereignis, dessen Wahrscheinlichkeit empirisch 
ermittelt werden soll, erst durch ein anderes Ereignis bestimmt 
wird, das nur dann bekannt wird, wenn die Wahrscheinlichkeit 
des dadurch bestimmten Ereignisses ermittelt ist. Die Ermitte- 
lung dieser Walirscheinlichkeit bedeutet also das Erschließen 
eines unbekannten Tatbestandes aus der Beobachtung von Er- 
eignissen, die durch jenen bestimmt sind. Dabei wird voraus^ 
gesetzt, daß man in jedem einzelnen Falle entscheiden kann, 
ob das von dem unbekannten Tatbestande abhängige Ereignis 
eingetreten ist oder nicht. Der Sachverhalt wird klarer, wenn 
die BayesBohe Konstruktion durch das Beispiel einer Urne 
ersetzt wird, in der schwarze und weiße Kugeln genuscht 
enthalten sind. Das Mischungsverhältnis der schwaxisen und 
weißen Kugeln bedeutet dann den unbekannten Tatbestand, 
das Ziehen einer schwarzen oder weißen Kugel das abhängige 
Ereignis, und hier ist sofort klar, daß sich entscheiden läßt, 
ob das abhängige Ereignis eingetreten ist oder nicht, ohne daß 
man den bestimmenden Tatbestand kennt. Die Bayess&he 
Konstruktion läßt sich aber leicht so abändern, daß sie den- 
selben Vorteil bietet. Denkt man sich einen oben offenen, 
quadratischen Kasten, in den eine Schublade hineinpaßt, denkt 
man sich femer die Schublade etwas herausgezogen, und nun 
lasse man die Kugeln von oben in den Kasten fallen und be- 
obachte jedesmal, ob die Kugel in die Schublade fällt oder 
nicht, dann ist die Aufgabe: aus der relativen Häufigkeit der 
Fälle, in denen dies eintritt, zu erschließen, wie weit die 
Schublade herausgezogen war. So bewahrt man den großen 
Vorzug der unbeschränkten Variabilität, den die Wahrschein- 
lichkeitswerte in der Bay es sehen Konstruktion darbieten. Es 
muß aber wohl beachtet werden, daß von dem bestimmenden 
Tatbestand nichts ermittelt wird als die Wahrscheinlichkeit, 
die es dem abhängigen Ereignisse erteilt. Was also gefunden 
wird, ist in jedem Falle nichts anderes als die Wahrscheinlich- 
keit des abhängigen Ereignisses, und bei dieser Bestimmung 
ist vorausgesetzt, daß ihm eine bestimmte, von Fall zu Fall 
nicht wechselnde Wahrscheinlichkeit zukommt. Wenn der be- 
stimmende Tatbestand eine solche Wahrscheinlichkeit garan- 
tiert und von ihm nichts unbekannt ist als der Grad von 
Wahrscheinlichkeit, den er dem abhängigen Ereignis verleiht, 
so läßt sich aus den Beobachtungen dieses Ereignisses jede 
Wahrscheinlichkeit mit größerer oder geringerer Sicherheiti 
aber in keinem Falle mehr ermitteln. 
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5) Zu S, 13. Teil li;ibe mich nicht für beveclitiort gehalten, 
die umständliche AuBdrucksweise der alten Propurtionenlehre, 
die hier anereweudet wird, abzuändern, um der Beweisführung 
nicht ihr charakteribtisclics Gepräge zu nehmen. Inverse Kom- 
position bedeutet, daß mau aus der Formel 

die Formel 

» : {« + — a : (a + 

ihbleitet« 

6) 7m S, 17. Das Yerlititiiis der Fläche AiB zu AO, yon 
dem Bayes hier spricht, läßt sieh wie folgt bestimmeii. Wird 
die Qnadiatseite AB=1 genommen, so ist der Qoadratinhalt 

Die Ordinate der Kurve für die Abszisse x hat den Wert 
ünd hierbei ist 

Somit ergibt sich der gesuchte Flächeninhalt 

t 1 

0 0 

Dies Integral wird unten ausgeführt, es ündet sieh 

.■•H^^'^^_ Ü^ + g)! _ P'-'A _ 
AG {p-i-a+l)! 

_ 1 1 

Dies wird später (Art. 4, S. 22] benutzt. 

7) Zu S. IS. Dieses Scholien ist für die richtige Auf- 
fassung des nun folgenden Bayes sehen Theorems von großer 
Wichtigkeit. Die Angriffe und Mißdeutungen, denen das Theo- 
rem ausgesetzt <reyyesen ist, erklären sich zum großen Teil 
aus der Nichtbeachtung des hier Gesagten. JJaj/es hat durch 
seine Definition des unbekannten Ereignisses die Grenzen deut- 
lich bezeichnet, innerhalb denen das Theorem gültig ist. Daß 
diese Grenzen enger sind als die Ausdehnung, die man in der 
Folgezeit dem Theorem zu geben suchte» ist nicht seine 

Oatwftld» KUniker, 160. 4 
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Schuld. Um das eklatanteste Beispiel zu nennen, der Aufgang 
der Sonne ist gewiß kein unbekanntes Ereignis in JJayes' Sinne. 
Für Bayes ist es genug, an einem realisierbaren und charak- 
teristischen Beispiele die Bedingungen des Lehrsatzes festgelegt 
zu haben. Wie weit sich derselbe auf Fälle des praktischen 
Lebens anwenden läßt, bleibt bei ihm eine offene Frage, so 
sehr ihn auch alles drängt, sie bejahend zu beantworten. 

8) Zii S. 19 (Lehrsatz 10). Die umständliche geome- 
trische Formulierung dieses Lehrsatzes, der das i?^?/ es sehe 
Theorem darstellt, wird vermieden, wenn man die Bezeich- 
nung der Integralrechnung anwendet. Setzt man All=ly 
also z ^ 1 — X und, wie es später geschieht, Ac = x, Af^X^ 
so gibt der Lehrsatz den folgenden Wert für die Chance to 

X 

W7 = — j • 

fxP(l—xfdx 

0 

In dieser Form wird das Betreff sehe Theorem gewöhnlich ge- 
geben. Um Bayes* Darstellung za verstehen, mnß m&n sich 
erinnern, daß in England die Integralbezeichnung verpönt war, 
weil ihr Urheber Leibmx als Plagiator Newtons galt. Des- 
halb hielt man an der unendlich umständlichen geometrisohen 
Ausdmcksweise fest, und es ist bei dem einzelnen, so auch 
bei BayeSy kanm zn sagen, wie weit er die kontinentale Mathe- 
matik ttberhanpt gekannt hat. 

9) Zu Ä 21, Die in Art. 1 gegebene Formel bedeutet, 
daß das Integral 

xP** xP** q{q—l)xP*^ 



0 

wird. 

10) Zu S. 22, Die in Art. 2 al^geleitete Formel läßt sich 
auch auf folgende einfache Art gewinnen. Durch partielle 
Integration ergibt sich 

0^ Ö 
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Weiter «nf dieselbe Weise 

X 



0 



0 

Fülirt man so fort, so erhält man: 



X 

P + V 



qiq- l)-xP*'{l-xy ' 



Dies aber ist die im Text gegebene Formel. Daa letzte Glied 
der Keibenentwickluug lautet: 

q(q^t) ...32. 1 .a;P+9** 



Dieses Glied bleibt allein flbrig, wenn man die obere Grenze 
des Integrals » 1 nimmt, nnd so ergibt sich: 



t 



(7-1)7 



Setzt man diesen Wert in die Formel itlr die Gbanoe daß 
die Wabrsoheinliehkeit des Ereignisses zwisohen x nnd X liege, 
ein, so ergibt sieb 

X 



11] Zu S, 24 ff. (Die iyaf/cssche Kurve). Wir wollen 
die Karve, deren Gieichnng lautet: 

4* 
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wenn e eine beliebige Konstante^ 'i g^nze Zahlen bedeuten, 
einfach als Boyes sehe Kurve bezeichnen und der Übersiehi- 
liehkeit wegen ihre Haopteigenschaften, die zum Teil auch ron 
Priee angegeben sind^ hier zusammenstellen. 

Die Kurve ist Tom Typus der allgemeinen Parabeln und 
Tom knrventheoretischen Standpunkte eine algebraische Eur?e 
der Ordnung p -\- q = n mit einem {n — 1) fachen Punkte, der 
nach der Richtung der t^-Achse zu in unendlicher Entfernung 
gelegen ist. 

Die Kurve berührt die rc -Achse 2^ — Ifach im Koordinaten- 
iiispniiig {x = 0) und q — 1 fach im Punkte x = l. Für die 
gegenwärtige Unteisuehung kommt nur das Kurvenstück in 
Betraclit, das über der Sirecke der o; -Achse von x = 0 bis 
05=1 liegt. Für diese Strecke ist j immer positiv. 

Wir bilden nun 




und sehen sofoii;, daß die Kurve zwischen x^O mä.x^l 
ihren höchsten Punkt erreicht, wenn 



ist, also * 



Setzen wir nun 



so ergibt sich auf einfache Weise die quadratische Gleichung 
fflr X 

fi[n — l)x'^ — 2p{n — l}x — 1) = 0, . 

indem wir die Werte x^O und x—1 hier nicht berück- 
sichtigen. Nennen wir die Wurzeln der quadratischen Gleich- 
ung x^ und x^y so whrd 

Also besitzt d'is Kwvfiistück xwischen x^ 0 vvd x ~ 1 
imnicr Muei Wendqtuiikk , die von der größten Ürdimte nach 



X X 



X 



X 



M 



dx* 



0, 
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beiden Seiten gleieh weit entfernt sind, und »war ist die Ch'össe 
dieses Abstandes 

n ' n — X 

Versobieben wir das KoordinatenkreuK längs der o^-Acbse, 
bis die grdBie Ordinate der Enrre in die ?/ -Achse fällt, nnd 
nennen r die nene Abszisse, so wird 

x^a + r, 1 — äc = 6 — r, 

wenn 

P 7 7 

a=— , 6= also a + 6 — 1 . 
« n 

angenommen wird. Dann wird die Gleichung der Kurve 

indem = oa^^h'i Jie Maximaiordinate bezeichnet. 

Bafyes führt nun eine Mittelkurve ein, die durcli die 
Gleichung gegeben ist: 

Diese Mitteikurve hat die charakteristischen Eigenschaften, daß 
sie 1. symmetrisch bez. ihrer Maximalordinate ist, und 2. ihre 
Wendepunkte in denselben Ordinaten liegen wie die der vor- 
gelegten Kurve. 

Baffes beweist dann, daß, wenn y nnd zwei Ordinaten 
der letzteren Kurve sind, die zu entgegengesetzt gleichen 
Werten von r gehören, nnd y' die Ordinate der Mittelknrve, 
die zu denselben Werten von r gehört, 

für p<Cq'. y,<y'<y, 
fttr i>>j: y,>y'>y 

wird, indem ^9 die zn positivem r gehörende Ordinate bedeutet. 

Bilden wir die logarithmische Derivierte vou der Ordinate y 
der Ba^essehen Enrve, so ergibt sich 
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Ist nun n sehr groß, r sehr klein, so wird angenähert 

-"'."^ '—■[('-;)-(■ + ;)] 

a-\-b nr 



nr 



ab ab* 



und hieraus folgt ^ da fdr r^s^O yssy^ wird, durch Inte* 
gration 



n « 

I» 



Anderseits wird, wenn n sehr groß, die Ordiuate der Mittel- 
kurve 



/ 2 nr*\ 
mit großer Annäherung 

- — 

Also wird für selu* großes n 

die /?a7/c5Bche l\m v'e fällt mit der Mittelkurve zusammen. 
12J Zu S. 27 unten. Gemeint ist die Reihenentwicklung 

1 , 1 + a; , x"^ 

2"'8r^=^ + y +T+7+-- 

Diese folgt aus den Reihen 

x^ ^Jj^ x^ 
log(l +a;)=x— g -f- — — ^ -h • • 

05* a?' a?* 

iog(i — = Y — 3 — X 

durch Subtraktion und war schon vor dem 'iVt^/or sehen Lehr- 
satze, aus dem die letzten Reihen eine einfache Folge 8ind| 
in England bekannt. Die erste dieser beiden Beihen z. 6. 
leitete man wohl durch gliedweise lut^ation aus der ein- 
fachen Reihe 

- \ 5=1 — x-J-a;* — a?* + a;*— 
her. — Man beachte, daß r <^a<Cb ist. 
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13) Zu S. 31. Die hier zum ersten Male eingeführte 
GröBe 

hat später eine große Bedentnng gewonnen, weil sie ein Maß 
für die Genauigkeit der empirischen Wahrscheinlichkeita- 
bestimmang liefert. Setzt man ein 



so wird 



n n 



nnd man sieht, daß die Genauigkeit wie die Quadratwurzel 
aus der Zahl der beobachteten Fälle steigt. 

14) Zu S, 34, Was die in der Formel für :i vorivommende 
Reihe betrifft, die, wenn wir mr — u setzen, lautet: 

n — 2 n —-4 t*^ • , , , 

und, gerades n vorausgesetzt, im ganzen y + ^ Glieder um- 
faßt, so wird später im Text noch benntzt, daß 

du V / 

Weil ferner für w = 0 auch Ji = 0 wird, läßt sich schreiben: 



=/(■ 



» 



0 



16) Zu S. 36. Nach Bayes Auffassung wird das Resultat, 
das aus der Beobachtung des Eintretens und Ausbleibens eines 
Ereignisses in einer Anzahl von Fällen für die Wahrschein- 
liehkeit dieses Ereignisses sich ergibt, vollständig repräsentiert 
durch die von ihm eingeführte Kurve, deren Ordinaten %ft=(p{x) 
Bind, wenn 
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gesetzt wird, woraus 



j(p(x)dx = 



folgt. 

Der wahrscheinlichste Wert der Wahrscheinlichkeit ist der 
Wert i\vT Abszisse, für den die zugehörige Ordinate ein Maxi* 
mum wird, nämlich der Wert 



V 



Statt des wahrscheinlichsten Wertes l^ann man, um 
einen abgektlrzten Ausdruck des durch die Beobachtungen 
gelieferten Resultates zu haben, auch den mittleren Wert x^g^ 
wählen, der durch die Gleichung 

Xff^=J*xq>[x)dx 

0 

definiert lat Fflhrt man das Integral ans, so ergibt sioli 

1 



0 



p\q\ (p + q + 2}\ 

oder 



Die Bedeutung dieses Ansdmokes kann nach Boyes keine 
andere als die soeben angegebene eines ^littelwertes sein. 
Dagegen kann nur von einer bestimmten Wahrscheinlichkeit 
des Ereignisses die Rede sein, die sich von Versuch zu Ver- 
such (oder Ton Fall sn Fall) nicht ändert, mit Sicherheit 
aber aus den angestellten Beobaehtnngen allein nicht ermittelt 
werden kann. 

Die weiter gehende Deutung des Wertes als der Wahr- 
scheinlichkeit, daß, nachdem daa Ereignis mal eingetreten nnd 
gmal ausgeblieben ist, es das nltohste Mal wieder eintritt, liegt 
— man mag im ttbrigen Aber sie denken wie man will — 
außerhalb des jBac^ sehen Gedankenkreises. 
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16] 7ai S. 37. Die benutzte Formel findet sich in Stirlitigs 
Methodius dil'ferentialis (London 1730) auf S. 135. Sie 
kann in der Form gegeben werden: 

/ — / 1 \ 1 1-2 

log («!) = log Y27t + \ii + j\ log» — n + ^2 + ^ -^ä - 

[2k-2)\ {2k)\ 
H r^*Ä ^tik-i +^A&+»-rjfT4 

(0<6<1), 

indem die Koeffizienten durch die Rekorsionsformeln bestimmt 
werden; 

•* 2 5! 3!» 
. _ 6 ^_A_Ä, 
•~ 2 ' 7! 5! 31 
usw. 

W48 SUrltng an dieser Beilie neu geAinden hat, ist aber nur 

das konstante Glied log y27r, das er mit Hilfe der Wallis sehen 
Formel bestimmt zu haben sclieint. Abgesehen von der Form 
dieses konstanten Gliedes hatte schon Moivre die Reihe auf- 
gestellt. Sein Ausgang-spunkt war dabei der Zweck, zu dem 
auch hier die Formel benutzt wird: die Berechnung des größten 
Gliedes in der Entwicklung des Binomials {a ft)**. 

17) Zu Seife 43. Die jBai/cssche Analyse gestattet die 
intulciue Schreibweise des Ausdruckes, dem sich die Reihe R 
bei unbegrenzt waclisendem n nähert, sofort zu linden. Es 
ergibt sich (vgl. S. ööj 

dB 2«'\2 



™— /l ^« V 

du \ n } 



Bei unbegrenzt wachsendem n wird dies 



dJt 



du 

und weil die Reihe B für w = 0 verschwindet, wird dann 
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Hieraus findet man weiter auf sehr einfache Art den Ans- 
dmek, dem sich der J?a^e<sche Wert 2S bei unbegrenzt 
wachsendem n nähert, Zunitohst wird der Ausdruck 8 (8. 37), 
wenn q sehr große Zahlen sind, sehr klein und demnach 
angenfthert 

In dem Ausdruck für 2 kann . nun weiter fttr sehr groBes n 

= 1 gesetzt werden, und dann erhält mau 



n 



« 



Hierbei ist 



wenn 



P P 

— -4- r und — — r 

n n 

die Grenzen sind, zwischen denen die Wahrscheinlichkeit ver- 
mutet wird. 

Wenn nun im 4. Zusatz zur 2. Regel (S. 36) der Näherungs- 
wert für das Masiimalglied in der Binomiakeihe eingesetzt 
wird: 

♦ f 



wie er sich aus der Formel auf S. 38 oben fflr e^^l ergibt, 
dann findet man für die yon Bayes gegebenen Grenzen der 
Chance F mit großer Ann&hemng: 



Begnügt man sich mit dem mittleren Wert 2^, so läßt sich 
das Bayessehe Theorem in der Form aussprechen: 

Wenn von eiyiem Ereignisse nichts bekannt ist^ als daß 
es in einer sehr großen Anzahl n von Fallen pmal eingetreten 
Ufid q ntal ausgeblieben isty und ich hiemach schließe^ daß die 



Digitized by 



ADmerkuDgen. 59 

Wakrscheinliehkeit seines Mniretens in einem einzelnen Falle 
zwischen den Qrenxen 

Uegtf so ist die Cha/nce, daß iek recht Itabe^ 

2 



0 
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